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ВВЕДЕНИЕ 

1. В математике принято понимать под «алгорифмом» точное пред
писание, определяющее вычислительный процесс, ведущий от варьи
руемых исходных данных к искомому результату. 

Типичным примером алгорифма является эвклидов алгорифм разы
скания общего наибольшего делителя двух натуральных чисел. Роль 
исходных данных играет здесь произвольная пара натуральных чисел; 
предписание состоит в последовательном построении убывающего ряда 
чисел, из которых первое является большим из двух данных, второе — 
меньшим, третье получается как остаток от деления первого на вто
рое, четвертое — как остаток от деления второго на третье, и т. д. 
до тех пор, пока не будет совершено деление без остатка; тогда 
делитель в последнем делении и будет искомым результатом алго
рифма— общим наибольшим делителем двух данных натуральных 
чисел. 

Следующие три черты характерны для алгорифмов и определяют 
их роль в математике: 

а) точность предписания, не оставляющая места произволу, и его 
общепонятность — определенность алгорифма ; 

б) возможность исходить из варьируемых в известных пределах 
исходных данных — массовость алгорифма; 

в) направленность алгорифма на получение некоторого искомого 
результата, в конце концов и получаемого при надлежащих исходных 
данных, — результативность алгорифма. 

2. Сделанное только что описание алгорифмов не претендует на 
математическую точность. До последнего времени математики, однако, 
довольствовались тем несколько расплывчатым понятием, которое 
соответствует такому описанию. Это было допустимо пока термин 
«алгорифм» встречался в математике лишь в положительных высказы
ваниях следующего типа: «для решения таких-то задач имеется алго
рифм, и вот в чем он состоит». Никакие отрицательные результаты, 
никакие теоремы невозможности алгорифмов не могли быть доказы
ваемы на этой стадии в силу нечеткости понятия алгорифма. 

3. В последнее время рядом авторов были разработаны теории, 
естественно ведущие к уточнению понятия алгорифма. Мы имеем 
в виду работы Клина по теории рекурсивных функций [ 2 1 » 2 3 ] , работы 
Чёрча по теории ^-конверсии [ 1 4 ' 1 5 > 1 7 ] , работу Тюринга по теории вычи
слимых чисел [ 3 1] и работу Поста по теории «конечных комбинаторных 
процессов» [ 2 5 ] . 

Это дало возможность установить ряд важных отрицательных резуль
татов— теорем невозможности алгорифмов. Сюда относится прежде 
всего теорема Чёрча [ 1 6 ] о неразрешимости общей «проблемы разреши-
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мости» для исчисления предикатов. В качестве более конкретных 
результатов можно указать доказательства неразрешимости ряда проб
лем общей теории ассоциативных систем [3> 5> 6>7»10» 2 0 > 2 8 ] и теории цело
численных матриц [ 4 » 8 ' 1 0 ] . В последнее время П. С. Новиковым опубли
кован, быть может, наиболее замечательный результат этого рода — 
неразрешимость проблемы тождества теории групп [ 1 2 ] . 

4. Все только что упомянутые отрицательные результаты имеют 
существенное значение для дальнейшего развития математики, 
поскольку они выявляют в ее проблематике опасные потенциальные 
тупики, тем самым предотвращая возможность захода в них. 

Всё значение для математики уточнения понятия алгорифма выяв
ляется, однако, в связи с проблемой конструктивного обоснования 
математики. На основе уточненного понятия алгорифма может быть 
дано определение конструктивной истинности арифметического выска
зывания; на его же основе может быть построена и конструктивная 
математическая логика — конструктивное исчисление высказываний 
и конструктивное исчисление предикатов. Наконец, главным полем 
приложений уточненного понятия алгорифма несомненно будет являться 
конструктивный анализ — конструктивная теория вещественных чисел 
и функций вещественной переменной, находящаяся сейчас в стадии 
интенсивной разработки. 

5. Все упомянутые в пункте 3 теории довольно сложны сами по 
себе и приводят к уточнению понятия алгорифма косвенным образом. 

Теория рекурсивных функций [ 2 1 > 2 3» 2 4J в основном имеет дело с тем 
частным случаем алгорифма, когда роль исходных данных играют 
натуральные числа, а результат его применения есть число. Переход 
к общему случаю требует поэтому арифметизации исходных данных 
и результатов, что достигается путем той или иной «гёделевской нуме
рации» [ 1 8 ] — процесса, состоящего в применении некоторого раз навсегда 
определенного, но довольно сложного алгорифма. 

Уточнение теории алгорифмов на основе теории Х-конверсии Чёрча 
требует, помимо гёделевской нумерации, еще и громоздкого формаль
ного аппарата. 

Теория «вычислимых чисел» Тюринга, в основном направленная 
на конструктивный подход к понятию вещественного числа, приводит 
к интересующему нас уточнению понятия алгорифма также косвенным 
образом. Изложение этой теории, данное ее автором [ 3 1 ] , при этом 
содержит неточности, указанные Постом [ 2 8 ] . 

Наконец, теория конечных комбинаторных процессов Поста, весьма 
родственная теории Тюринга, совсем не была разработана и состоит 
в сущности из одного определения [ 2 5 ] . 

Ввиду всего сказанного автор считал целесообразным непосред
ственно заняться уточнением понятия алгорифма и разработать общую 
теорию алгорифмов на основе этого уточнения. Такая цель и пресле
дуется в настоящей монографии.* 

Автор полагает, что ему удалось удовлетворительно решить постав
ленную задачу и что излагаемая здесь теория алгорифмов исходит 
из достаточно простого и вместе с тем удобного определения «нормаль-

* Краткое резюме монографии составляют статьи [9] и [ 1 0 ] . В статье [ 9] имеются 
досадные опечатки: на стр. 185, в строке 3 снизу, вместо % должно быть II 
и в строке 2 снизу вместо 91 (5Î должно быть U (%; на стр. 188, в строке 19, вместо 
точки должна быть запятая. 
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ного алгорифма». Б какой мере это притязание оправдано, предостав
ляется судить читателю. 

Было довольно естественно предполагать, что излагаемая здесь 
теория «нормальных алгорифмов» эквивалентна теории алгорифмов, 
основывающейся на понятии рекурсивной функции. В . К. Детловсом 
было показано, что это действительно так[ а ] . 

Настоящая монография посвящена лишь изложению основ теории 
алгорифмов и ее приложений к доказательству неразрешимости ряда 
алгоритмических проблем. Другие приложения этой теории, о которых 
упоминалось в пункте 4, заслуживают специальной книги, которую 
автор в будущем надеется написать. 

6. Книга делится на шесть глав, обозначаемых римскими цифрами; 
главы делятся на параграфы; параграфы — на пункты. В каждом 
пункте отдельно нумеруются утверждения (т. е. теоремы, леммы, след
ствия) и отдельно — формулы. 

Номера формул выписываются слева от них и заключаются в круг
лые скобки. При номере утверждения слева повторяется номер пункта, 
отделяемый от номера утверждения точкой. 

Полная ссылка на утверждение состоит из номера главы, номера 
параграфа (предшествуемого знаком «§»), номера пункта и номера 
утверждения. Эти номера отделяются друг от друга точками, а вся 
ссылка заключается в прямые скобки. Например, [I. § 3. 9. 3] означает 
ссылку на утверждение 3 пункта 9 параграфа 3 главы I. При ссылке 
на утверждения той же главы номер главы опускается; при ссылке 
на утверждение того же параграфа опускается и номер параграфа. 

Аналогично делаются ссылки на формулы, с той лишь разницей, 
что точка перед заключенным в круглые скобки номером формулы не 
ставится и что при ссылке на формулу того же пункта опускается 
номер пункта. 

Несколько одновременно делаемых ссылок заключаются в общие 
прямые скобки и отделяются друг от друга запятыми. 

7. Содержание книги несколько раз излагалось автором в курсах 
лекций, читавшихся в Ленинградском университете. В результате 
обмена мнений со слушателями и накоплявшегося опыта, изложение 
предмета постепенно совершенствовалось. Автор считает своим прият
ным долгом поблагодарить всех своих слушателей за многочисленные 
критические замечания, сыгравшие большую положительную роль. 
В особенности автор хочет поблагодарить Р. В . Петропавловскую и 
Н. А. Шанина. 

Рукопись книги была тщательно просмотрена В . А. Залгаллером 
и Н. А. Шаниным, сделавшими ряд ценных замечаний, повлиявших 
на окончательную редакцию рукописи. Автор приносит им свою глу
бокую благодарность за этот большой труд. 

Автор сердечно благодарит Издательство АН СССР за вниматель
ное, заботливое отношение к книге. 



Глава 1 

Б У К В Ы , АЛФАВИТЫ, СЛОВА 

Эта глава имеет вводный, вспомогательный характер. В ней рас
сматривается ряд понятий — «буква», «алфавит», «слово», «вхождение» 
и др., — играющих в теории алгорифмов существенную роль. 

Часть материала этой главы не является необходимой для нашей 
ближайшей цели — формулировки определения понятия нормального 
алгорифма [II, § 3 ] , — а будет использоваться значительно позже 
[III, § 7, IV. § 3, IV- § 4, V, VI]. Сюда относятся §§ 5 и 6, а также 
леммы § 4 . 2 . 2 — § 4 . 2 . 6 , § 4 . 5 . 2 — § 4 . 5 . 8 . Читателю, желающему 
поскорее добраться, до сути дела — до «нормальных алгорифмов»,— 
мы советуем пропустить вначале весь этот материал, с тем чтобы 
затем возвращаться к нему по мере надобности. 

§ 1. Буквы 
1. Буквами мы называем знаки, которые в данном их применении 

рассматриваем только как целые. 
При чтении книги нас не интересуют, например, части знаков 

а лишь целые такие знаки. В этом смысле типографские знаки являются 
буквами. 

Необходимо подчеркнуть условность этого понятия, зависимость 
его объема от принятых соглашений. Например, знак а! можно рас
сматривать и как букву и как знак, состоящий из двух частей: 
а и смотря по принятым на этот счет соглашениям. 

2. При рассмотрении каких-нибудь двух букв, мы констатируем, 
что они одинаковы или различны. Например, первая и седьмая буквы 
слова «одинаковы» одинаковы, а первая и седьмая буквы слова «раз
личны» различны. 

Понятие одинаковости и различия букв также условны. В част
ности к одинаковости печатных букв обычно предъявляются более 
жесткие требования, чем к одинаковости букв, написанных от руки: 
одинаковость первых ближе к геометрическому «равенству», чем оди
наковость вторых. Условность одинаковости особенно резко прояв
ляется при установлении одинаковости печатной буквы с буквой, 
написанной от руки. 

Возможность установления одинаковости букв позволяет нам, 
путем абстракции отождествления* построить понятие абстрактной 

* Мы называем так то, что обычно принято называть просто «абстракцией!, — 
образование абстрактного понятия путем объединения, отождествления предметов, 
связанных отношением типа равенства, путем отвлечения (абстрагирования) от 



8 Глава I. Буквы, алфавиты, слова 

буквы. Применение этой абстракции состоит в данном случае в том, 
что мы начинаем говорить о двух одинаковых буквах, как об одной 
и той же букве. 

Например, вместо того чтобы сказать, что в слово «одинаковы» 
входят две буквы, одинаковые с «о», мы говорим: „буква «о» дважды 
входит в слово «одинаковы»". Мы при этом построили понятие абстракт
ной буквы «о» и рассматриваем конкретные буквы, одинаковые с «о», 
как представителей этой одной абстрактной буквы. Абстрактные 
буквы — это буквы, рассматриваемые с точностью до одинаковости. 

Применение абстракции отождествления оправдано здесь постольку, 
поскольку соблюдаются условия: всякая рассматриваемая буква оди
накова сама с собою (рефлексивность одинаковости); если одна буква 
одинакова с другой, то последняя одинакова с первой (симметрия 
одинаковости); две буквы, одинаковые с третьей, одинаковы друг 
с другом (транзитивность одинаковости). В дальнейшем мы, несколько 
идеализируя обстоятельства, будем считать эти условия строго выпол
ненными. 

Проводя абстракцию отождествления по отношению к буквам, мы 
рассматриваем конкретные буквы как представителей соответствую
щих абстрактных букв. Две конкретные буквы тогда п только тогда 
представляют одну и ту же абстрактную букву, когда они одинаковы. 
Иными словами, тождество абстрактных букв выражается одинако
востью их представителей. 

§ 2. Алфавиты 
1. При всяком применении букв мы имеем дело с некоторым не 

очень большим набором абстрактных букв. Очень большими наборами 
абстрактных букв нельзя пользоваться из-за трудностей, возникающих 
при установлении одинаковости и различия букв. При естественной 
ограниченности размеров букв п большом числе их форм обязательно 
появляются различные, но трудно отличимые буквы — одинаковость 
и различие букв теряют свою четкость. 

Вместе с тем, нельзя указать четкую количественную границу для 
практически применимых наборов абстрактных букв, т. е. такое 
число N, что имеются практически применимые наборы N абстрактных 
букв и невозможны такие наборы большего числа абстрактных букв. 
Мы подчеркиваем, однако, что при всяком применении букв мы имеем 
дело с некоторым конечным набором абстрактных букв. Этот конечный 
набор может быть задан в виде списка конкретных букв, представ
ляющих абстрактные буквы набора. Списки такого рода мы будем 
называть конкретными алфавитами. 

Без существенного ограничения общности можно наложить на рас
сматриваемые конкретные алфавиты условие отсутствия повторений, 
состоящее в том, что любые две буквы, встречающиеся в конкретном 
алфавите, различны. В дальнейшем мы всегда будем предполагать 
это условие соблюденным, не оговаривая его. 

2. По отношению к конкретным алфавитам также уместно прово
дить абстракцию отождествления. Мы будем при этом отвлекаться 

всех различий таких предметов. Наша терминология представляется нам более 
совершенной, так как в современной математике применяются и другие типы 
абстракций, т. е. отвлечений (см., в частности, стр. 15). 
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не только от конкретности представителей абстрактных букв, но и от 
порядка этих представителей в конкретных алфавитах. Соответственно 
этому мы условился считать конкретный алфавит А равным конкрет
ному алфавиту Б, если всякая конкретная буква, встречающаяся в А, 
одинакова с некоторой конкретной буквой, встречающейся в Б, 
п наоборот. Иными словами, мы считаем А равным Б, если всякая 
абстрактная буква, представляемая буквой, встречающейся в А, пред
ставляется также и буквой, встречающейся в Б, и наоборот. 

Отождествляя равные конкретные алфавиты, говоря о двух равных 
конкретных алфавитах как об одном и том же алфавите, мы прихо
дим к понятию абстрактного алфавита. Всякий конкретный алфавит 
мы рассматриваем как представителя некоторого абстрактного алфа
вита. Два конкретных алфавита тогда и только тогда представляют 
один и тот же абстрактный алфавит, когда они равны. 

Абстрактный алфавит — это по существу то же самое, что набор 
абстрактных букв. В самом деле, всякий абстрактный алфавит А 
однозначно определяет набор абстрактных букв, а именно набор тех 
абстрактных букв, представители которых встречаются в каком-нибудь 
конкретном алфавите, представляющем А. Всякий конечный набор 
абстрактных букв определяется в этом смысле одним и только одним 
абстрактным алфавитом. 

При рассмотрении абстрактных букв л абстрактных алфавитов мы 
будем обычно опускать прилагательное «абстрактный», т. е. писать 
просто «буква» вместо «абстрактная буква» и «алфавит» вместо «аб
страктный алфавит». Мы будем также, говоря о представителях, под
разумевать представляемое ими. Например, мы будем говорить 
о букве *, подразумевая при этом абстрактную букву, представляе
мую буквой *. Иными словами, мы будем проводить абстракцию 
отождествления по отношению к буквам и алфавитам, не выражая 
этого явно, в соответствии с обычной практикой. 

В тех же случаях, когда нам придется рассматривать конкретные 
буквы и конкретные алфавиты, мы будем выражать это явно, сохра
няя прилагательное «конкретный». 

3. Буквы, представители которых встречаются в представителях 
алфавита А, мы называем буквами алфавита А. 

Всякий алфавит можно, согласно предыдущему, рассматривать как 
набор букв этого алфавита. Соответственно этому мы говорим о бук
вах алфавита А, что они принадлежат А. 

4. При рассмотрении произвольных букв и произвольных алфави
тов удобно пользоваться буквами же для обозначения таких объектов. 
Мы уже применяли буквы А и Б для обозначения (конкретных 
и абстрактных) алфавитов. В дальнейшем мы будем обозначать алфавиты 
заглавными русскими буквами, буквы — строчными греческими буквами. 

Говоря о «букве а», «букве ß» и т. д., мы будем подразумевать 
букву, так обозначенную, а не самую букву а, ß и т. д. 

Во избежание путаницы мы будем предполагать, что ни строчные 
греческие буквы, ни заглавные русские буквы не принадлежат рас
сматриваемым алфавитам — ограничение, разумеется, несущественное. 

5. Мы будем применять запись 
ос £ А 

для выражения того, что буква а принадлежит алфавиту А; запись 
a l € А 
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для выражения того, что буква ос не принадлежит алфавиту А ; 
запись 

для выражения равенства алфавитов А и Б. 
6. Мы будем предполагать в дальнейшем, что знаки «{», «}» и «, » 

не являются буквами рассматриваемых алфавитов. Этими знаками 
мы будем следующим образом пользоваться для записи алфавитов 
путем построения их представителей. Выписывая друг за другом в том 
или ином порядке представителей всех букв рассматриваемого алфа
вита А, мы будем отделять их запятыми и всё заключать в фигурные 
скобки. Это даст нам один из конкретных алфавитов, представляю
щих А. Соответственно нашему соглашению, мы будем, говоря об этом 
конкретном алфавите, подразумевать абстрактный алфавит А и, зна
чит, рассматривать этот конкретный алфавит как запись абстрактного 
алфавита А, 

Например {а, Ь, с) есть конкретный алфавит, представляющий 
абстрактный алфавит, состоящий из букв а, Ъ и с. Соответственно 
нашему соглашению, мы будем, однако, понимать под «алфавитом 
(а, Ь, с}» именно этот абстрактный алфавит, рассматривая «{а, Ь, с}* 
как его запись. 

Следующие алфавиты играют существенную роль в дальнейшем: 

А 0 = 
А 1 = = 

А , = 

А 3 = 

4 = 

с = 

Ц = 

м = 

т = 

{а, Ь, с, d); 

{а, Ь, с, d, е}; 

(а, 6, с, d, е, /, g, h, i, f, k, /, m); 

{!};• 
(I, *}; 
il-h 
{|, —, *, • } ; 

7. Мы будем говорить об алфавите Б, что он есть расширение 
алфавита А, если всякая буква алфавита А есть буква алфавита Б. 

Например, А 1 есть расширение А 0, А 2 — расширение А 1 5 А 3 — расши
рение А 2 , С и Ц суть расширения Ч, M есть расширение как С, так 
и Ц , а Т есть расширение М. 

Ограничиваясь рассмотрением тех алфавитов, которым буква с 
не принадлежит, мы будем применять запись 

А С Б 

для выражения того, что алфавит Б есть расширение алфавита А. 
Вместо того, чтобы писать 

А С Б, Б С В, 
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будем писать короче 

А С Б С В . 
Аналогичным образом будем применять записи 

А С Б С В С Г , 

А с Б с В с Г с Д 
и т. д. 

Имеем в частности 

AQ CZ A J CI A 2 CZ Ag? 

4 C C e M С T, 
ч е ц е м . 

Следующие утверждения очевидны. 
7 . 1 . Если А с Б С В , то А С В . 
7 . 2 . Всякий алфавит есть расширение самого себя. 
Мы говорим о расширении Б алфавита А, что оно есть собственное 

расширение алфавита А, если оно не тождественно А, т. е. если А 
не есть расширение Б. 

8. Выше мы определили конкретный алфавит как список конкрет
ных букв. Согласно общепринятому пониманию слова «список», 
в списке всегда хоть что-нибудь да написано. В списке фамилий лиц, 
проживающих в таком-то доме, должна быть хотя бы одна фамилия. 
Если же дом необитаем, то список его жильцов обычно не состав
ляется. Можно, однако, представить себе и в этом случае список 
жильцов дома в виде листа бумаги, на котором написан лишь заго
ловок. «Список жильцов дома № 3 по улице NN», а больше ничего 
нет. Возможность подобного рода «пустого» списка целесообразно 
допустить в определении конкретного алфавита, что мы и сделаем. 
Это позволит нам рассматривать наряду с непустыми алфавитами, 
имеющими по меньшей мере одну букву, пустой алфавит, вовсе не 
имеющий букв. В наших обозначениях его запись такова: 

{ )• 

Целесообразно считать любой алфавит расширением алфавита { } . 
9. Алфавит из всех букв, принадлежащих хотя бы одному из 

алфавитов А и Б, мы называем объединением алфавитов А и Б; алфа
вит из всех букв, принадлежащих обоим этим алфавитам,—их пере
сечением. Аналогичным образом мы определяем объединение и пересе
чение трех и большего числа алфавитов. 

Алфавит, состоящий из букв алфавита А, не принадлежащих алфа
виту Б, мы называем разностью алфавитов А и Б. 

Рассматривая лишь те алфавиты, которым буквы «U»» «П»> « \ » 
не принадлежат, будем применять запись 

A U Б 

для обозначения объединения алфавитов А и Б; запись 

А Г1 Б 
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для обозначения их пересечения; запись 

А \ Б 

для обозначения их разности; записи 

A U Б U В 
и 

А П Б П В 
будем соответственно применять для обозначения объединения и пере
сечения алфавитов А, Б и В . 

Имеем, очевидно, 
с и ц и { а } = м , 

с п ц = ч . 

§ 3. Слова 

1. Ряд написанных друг за другом конкретных букв мы называем 
конкретным словом. 

Если буквы, составляющие конкретное слово Р, являются предста
вителями букв алфавита А, то мы говорим, что Р есть конкретное 
слово в А. 

Например, 
папагиглемма 

есть конкретное слово в русском алфавите. 
Очевидно, что всякое конкретное слово в алфавите А является 

конкретным словом во всяком расширении этого алфавита. 
К написанию конкретных слов в данном алфавите мы предъявляем 

ряд требований отчетливости. 
Так как порядок следования конкретных букв, составляющих слово, 

играет существенную роль, он должен быть ясным в том смысле, что 
для любых двух таких конкретных букв должно быть ясно видно, 
которая из них стоит левее (предшествует) и которая правее (следует). 

Должны быть отчетливо указаны начало и конец слова. Мы будем 
с этой целью применять обычным образом кавычки, что, очевидно, 
допустимо, если кавычки не являются буквами рассматриваемых алфа
витов. Кавычки при этом не рассматриваются как составные части 
слова, а служат только для указания его границы и будут часто 
опускаться. 

Применение кавычек дает также возможность рассматривать пустые 
слова вида 

« », 

совсем не содержащие конкретных букв. 
Всякое пустое слово мы рассматриваем как слово во всяком алфа

вите. 
Очень важное дальнейшее требование состоит в единственности раз

ложения слова на представителей букв данного алфавита — требование 
невозможности «разночтений». 

Оно отнюдь не всегда соблюдается. Например, чонкретное слово 
а'а 
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в алфавите {а, а!, 'а) можно рассматривать и как ряд двух конкретных 
букв, представляющих буквы «а» и «га» этого алфавита, и как ряд 
двух конкретных букв, представляющих его буквы и «а». 

Необходимо полностью исключить возможность таких разночтений 
слов, что может быть достигнуто наложением надлежащих ограничений 
на рассматриваемые алфавиты и на способы написания слов в них. 

Можно, например, выставить следующие два требования: 
а) всякая буква алфавита должна быть связной, т. е. должна быть 

изобразимой без отрыва карандаша от бумаги; 
б) при писании слов следует оставлять промежуток между всякими 

двумя соседними буквами. 
Первое из этих требований налагает ограничение на рассматривае

мые алфавиты, а второе — на способ написания слов. Ясно, что при 
соблюдении этих требований всякое конкретное слово в рассматривае
мом алфавите будет разлагаться на конкретные буквы единственным 
образом. 

Возможны и другие системы требований, обеспечивающие эту един
ственность. Однако требования а) и б) удобны в том отношении, что 
они допускают неограниченное построение объединений рассматри
ваемых алфавитов: объединение любых двух алфавитов, удовлетворяю
щих требованию а), также удовлетворяет этому требованию. Вместе 
с тем требование а) не налагает никакого существенного ограничения 
на алфавит, так как всякую несвязную букву алфавита, очевидно, 
всегда можно заменить связной, отличной от всех остальных.* Впредь 
мы будем понимать под «алфавитом» алфавит, удовлетворяющий тре
бованию а), под «конкретным словом» — конкретное олово, написанное 
или напечатанное с соблюдением условия б), под «буквой» — связную 
букву. 

В дальнейшем мы будем обозначать слова (конкретные, а затем 
абстрактные) заглавными латинскими буквами, предполагая, что эти 
буквы не суть буквы рассматриваемых алфавитов. Говоря о «слове Р» 
и т. п., мы всегда будем иметь в виду слово, обозначенное буквой Р 
(а не слово, состоящее из одной буквы Р). 

2. Мы говорим о конкретных словах Р и Q, что они равны, если 
они состоят из одинаковых конкретных букв, одинаково расположен
ных. Два пустых слова мы при этом также считаем равными, а пустое 
с непустым — неравными. 

Конкретное слово, выделенное в отдельную строку на стр. 12, 
равно конкретному слову «папагиглемма». 

Для выяснения равенства конкретных слов можно применять сле
дующий метод. 

Пусть даны два конкретных слова Р и Q. Если они оба пусты, то 
они равны. Если одно пусто, а другое нет, то они не равны. Если же 
ни одно из слов Р и Q не пусто, то сравниваем их первые конкрет
ные буквы. Если они не одинаковы, то слова Р и Q не равны. Если же 
эти буквы оказались одинаковыми, то переходим к рассмотрению кон
кретных слов Р1 и Ç.p получаемых из Р и Q в результате отбрасыва
ния первых конкретных букв (т. е. переноса начальных кавычек через 

* Заметим,^ однако, что русский печатный алфавит не удовлетворяет условию а) 
из-за несвязной буквы «ы». Тем не менее разложение слов в этом алфавите на 
буквы однозначно. Это показывает, что условия а) и б) отнюдь не являются не
обходимыми для единственности чтдяия слова. 
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первые буквы). Р и Q равны тогда и только тогда, когда равны Р 3 

и (> г . Рассматривая Рг и Ql так же, как мы только что рассматривали 
Р и Q, мы или устанавливаем их равенство — тогда равны Р и Q, 
или устанавливаем их неравенство — тогда не равны Р и Q, или, 
наконец, сводим дело к рассмотрению слов Р2 и Q2, получаемых из 
Рг и Сг путем отбрасывания их первых букв. С ними мы поступаем 
так же, как поступали с Рг и Qv и т. д. Этот процесс последова
тельного отбрасывания одинаковых первых конкретных букв должен 
в конце концов оборваться, так как Рг содержит одной конкретной 
буквой меньше, чем Р, Р2 — одной конкретной буквой меньше, чем Р19 

и т. д. Он оборвется на некоторых конкретных словах Рп и Qn> для 
которых будет ясно, равны они или нет. В зависимости от этого будут 
равны или нет исходные слова Р и Q. 

Описанный только что метод выяснения равенства конкретных слов г 

очевидно, обладает тремя признаками, отмеченными нами в качестве 
характерных черт алгорифмов [Введение 1] : он облечен в форму обще
понятного предписания, не оставляющего места произволу; его можно 
применять к различным исходным данным — к любой паре конкретных 
слов в данном алфавите; он направлен на получение некоторого ре
зультата, в конце концов и получаемого — правильного ответа «да» 
или «нет» на поставленный вопрос о равенстве слов. Сохраняя пока 
неуточненное понятие алгорифма, мы вправе называть этот метод 
алгорифмом равенства слов. 

Нетрудно видеть, что равенство конкретных слов подчиняется зако
нам рефлексивности, симметрии и транзитивности: всякое конкретное 
слово равно самому себе: если конкретные слова Р и Q равны, то 
равны и конкретные слова Q и Р; два конкретных слова, равные 
третьему, равны друг другу. 

2 . 1 . Всякое конкретное слово, равное конкретному слову в алфа
вите А, есть слово в А. 

Это непосредственно следует из определений конкретного слова 
в данном алфавите и равенства конкретных слов. 

3. Мы можем теперь, применяя абстракцию отождествления, по
строить понятие абстрактного слова. Применение этой абстракции 
будет состоять в данном случае в том, что мы будем говорить о рав
ных конкретных словах, как об одном и том же слове. 

Например, мы скажем, что одно и то же слово выделено в отдель
ную строку на стр. 12 и заключено в кавычки в 14-й строке снизу 
на стр. 13. Это означает, что мы построили понятие абстракт
ного слова «папагиглемма» и рассматриваем только что упомянутые 
конкретные слова как представителей этого одного абстрактного 
слова. 

Применение абстракции отождествления по отношению к словам 
оправдано упомянутыми выше законами рефлексивности, симметрии и 
транзитивности равенства слов. Оно связано с рассмотрением конкрет
ных слов как представителей абстрактных слов. Два конкретных слова 
при этом тогда и только тогда представляют одно и то же абстрактное 
слово, когда они равны. 

Для выражения равенства конкретных слов, т. е. тождества пред
ставляемых ими абстрактных слов, мы будем применять обычный знак 
равенства. 

4 . Два представителя одного и того же абстрактного слова Р 
состоят из одинаковых конкретных букв, одинаково расположенных. 
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Абстрактные буквы, представляемые этими конкретными буквами, одни 
и те же для обоих представителей и определяются, таким образом, 
абстрактным словом Р. Эти абстрактные буквы мы называем буквами 
слова Р. 

Так как мы считаем равными любые два пустых конкретных слова, 
мы должны рассматривать пустые конкретные слова как представите
лей одного абстрактного слова — пустого абстрактного слова. 

Пустое абстрактное слово не имеет букв. 
Считая, что знак «Л» не является буквой рассматриваемых алфави

тов, будем обозначать зтим знаком пустое абстрактное слово. 
Мы говорим об абстрактном слове Р, что оно есть абстрактное 

слово в алфавите А, если все буквы слова Р суть буквы алфавита А. 
Иначе говоря, абстрактное слово Р считается абстрактным словом 
в алфавите А, если какой-нибудь (и тогда всякий) представитель 
слова Р есть конкретное слово в А. 

Пустое абстрактное слово мы рассматриваем как абстрактное слово 
во всяком алфавите (даже в пустом), 

5 . В дальнейшем при рассмотрении алфавитов, слов и алгориф
мов будет играть важную роль абстракция потенциальной осуществи
мости. 

Она состоит в отвлечении от реальных границ наших конструктив
ных возможностей, обусловленных ограниченностью нашей жизни 
в пространстве и во времени. В применении к алфавитам эта абстрак
ция позволяет нам рассуждать о сколь угодно обширных алфавитах 
и, в частности, считать, что ко всякому алфавиту может быть при
соединена новая буква. В применении к словам мы получаем таким 
образом возможность рассуждать о сколь угодно длинных словах как 
об осуществимых. Их осуществимость потенциальная: их представители 
были бы практически осуществимы, если бы наша жизнь длилась до
статочно долго и мы имели бы достаточно места и материалов для 
практического осуществления этих представителей. Принимая эту 
абстракцию, мы будем в дальнейшем понимать просто под «словом» 
абстрактное потенциально осуществимое слово. 

Мы считаем возможным рассуждать о словах (в этом смысле) совер
шенно так же, как рассуждали о практически осуществимых словах, 
в чем и состоит суть абстракции потенциальной осуществимости в дан
ном ее применении. В частности, можно говорить о буквах слова, 
о его представителях, о том, что оно есть слово в данном алфавите 
и т. п. 

Абстракция потенциальной осуществимости, как и абстракция 
отождествления, совершенно необходима для математики. На этих двух 
абстракциях основано, в частности, понятие натурального числа. 

6. Приписывая справа какого-нибудь представителя слова Q к ка
кому-нибудь представителю слова Р, мы получаем представителя неко
торого нового слова. Последнее, очевидно, не зависит от сделанного 
выбора представителей слов Р и Q, т. е. определяется вполне этими 
словами. Слово, получаемое таким образом, исходя из слов Р и Ç, 
мы будем называть соединением слов Р и Q. 

Например, слово «выбор» есть соединение слов «вы» и «бор». 
Абстракция потенциальной осуществимости дает возможность рас

сматривать соединение любых двух слов. 
6 . 1 . Может быть построено соединение любых двух слов* 
Следующее утверждение очевидно. 
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6 .2 . Соединение двух слов в алфавите А есть слово в А. 
Условимся пока обозначать символом PQ соединение слов Р и Q. 
Очевиден сочетательный закон соединения 

(1) PQR = PQR, 
где Р, Q, R—любые слова. 

Это дает возможность при оперировании с соединениями отбрасы
вать верхнюю черту, что мы впредь и будем делать. Обе части равен
ства (1) запишутся тогда одинаково, в виде PQR. Очевидно, что PQR 
есть слово, представитель которого получается в результате написания 
подряд сначала некоторого представителя слова Р, затем некоторого 
представителя слова Q и, наконец, некоторого представителя слова Д. 

Слово PQR мы называем соединением словР, Q, R; слово PQRS — 
соединением слов Р9 Q, R, S и т. д. 

Ясно, что 
(2) РА^Р, АР = Р 
для всякого слова Р. 

В дальнейшем нам часто придется иметь дело с рядами слов, обо
значенных буквами с численными индексами. Соединения таких слов 
в порядке возрастания индексов будут обозначаться следующим обра
зом. 

При i > / символ 

( 3 ) . А - - - А 
будет всегда обозначать пустое слово, независимо от того, опреде
лены ли слова Pi и Ру При i—j этот символ будет означать слово Д , 
если это слово определено. При £ < / символ (3) будет означать соеди
нение слов Pt1 Р%+1 и т. д. до Pj включительно, если все эти слова 
определены. 

Имеем, таким образом, 
(4) A . . . A _ I = A , 
(5) Pi...Pj = Pi...P,_1PJ 

(6) = А А « . . . А . 
причем равенства (5) и (6)-имеют место при условии, что i^f и что 
определены все слова Pk, где i^k^f. 

Аналогично будут обозначаться соединения нескольких слов, обо
значенных буквой с индексами, в порядке убывания индексов. 

При i < / символ 

будет означать Л; при i = j он будет означать Pi7 если Р% определено; 
при i > / он будет означать соединение слов Pi7 Р4яшт1 и т. д. до Pj 
включительно, если все эти слова определены. 

Имеем таким образом 
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последнее при условии, что г ̂  / и что определены все слова Рк, где 

7. Конкретное слово, т. е. ряд конкретных букв, может, в част
ности, быть одной конкретной буквой. Представляемое им абстрактное 
слово является тогда абстрактной буквой. Таким образом, всякая 
буква является словом и, в частности, всякая буква алфавита А — 
словом в А. 

Всякое непустое слово в алфавите А является, очевидно, либо 
буквой этого алфавита, либо соединением нескольких его букв, т. е. 
имеет место следующее утверждение. 

7 .1 . Всякое непустое слово в алфавите А представляется в виде 

(i) 
где к^>0 и çk суть буквы алфавита А. 

Ввиду требований 1а) и 16), обеспечивающих невозможность «разно
чтений», представление слова в алфавите А в виде (1), где С , , . . . , 
lk G А, единственно, что выражается следующим утверждением. 

7. 2. Если £ т . . . ^ = 7 } , . . .гГп где к^О, / > 0 и £ 3 , . . . , £fc, г)г,.. ., гц G А, 
то к — 1 и £, (1 ̂  £ <^ / ) . 

8. Число А, фигурирующее в представлении (1) слова Р, опреде
ляемое согласно 7.2 однозначно этим словом, будем называть длиной 
слова Р и обозначать символом 

[Рд. 

Пустому слову будем приписывать длину нуль: 

(1) [А' = 0. 

Очевидно, что всякая буква имеет длину 1: 

(2) ß * = l ( ? € A ) . 

Ясно также из определения длины слова, что для всяких непустых 
слов Р и Q имеет место равенство 

(3) \PQd = \P* + [Qd. 

В силу 6(2) и (1) оно справедливо и в случае, когда хотя бы одно 
из этих слов пусто. 

8 . 1 . Равенство (3) имеет место для любых слов Р и Q. 
В силу 7.1, (2) и (3) имеют место следующие леммы. 
8 .2 . Всякое непустое слово Р в алфавите А может быть представ

лено в виде Е С , где £ € A , a Q есть слово в А такое, что 

(4) [Q*=[Pd — l. 

8.3. Всякое непустое слово Р в алфавите А может быть представ
лено в виде QE, где E G A , a Q есть слово в А такое, что имеет 
место (4). 

2 А. А. Марков 
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На лемме 8. 2 может быть основан следующий метод доказательства 
общих утверждений о словах в данном алфавите А. 

Пусть мы хотим доказать, что все слова в А обладают некоторым 
свойством ф. Мы доказываем для этого следующие два утверждения: 

1) пустое слово обладает свойством ф; 
2) если какое-нибудь слово Q в А обладает свойством ф, то, ка

кова бы ни была буква £ алфавита А, слово £Ç также обладает свой
ством ф. 

Тогда мы можем утверждать, что всякое слово в А обладает свой
ством ф. 

В самом деле, в силу 1) мы можем утверждать, что свойством ф 
обладает всякое слово длины 0 в А, так как А есть единственное 
такое слово. Допустим, мы уже доказали, что свойством ф обладает 
всякое слово длины к— 1, где & > 0 . Рассмотрим тогда какое-нибудь 
слово Р в А длины к. Оно не пусто, и потому 

для некоторой буквы % алфавита А и некоторого слова Q в А, удов
летворяющего условию (4) [8.2]. Так как [Рд=к, имеем 

и, значит, по предположению, Q обладает свойством ф. Следовательно, 
и Р обладает им [(5), 2)] # Этим мы доказали, что все слова длины к 
в А обладают свойством ф, коль скоро им обладают все слова длины 
к — 1 в А. Это позволяет, идя шаг за шагом, установить последова
тельно, что свойством ф обладают все слова длины 1 в А, что им 
обладают все слова длины 2 в А и т. д. до слов произвольной задан
ной длины п включительно. Следовательно, свойством ф обладает 
всякое слово в А, что и требовалось доказать. 

Обоснованный только что метод доказательства общих утверждений 
о словах в данном алфавите является вариантом метода математической 
индукции.* Мы будем называть его методом левой индукции в к. Совер
шенно аналогичный метод правой индукции в А, получаемый заменой çQ 
в утверждении 2) на Ç£, обосновывается подобным же образом 
с помощью леммы 8.3. 

9. Следующее утверждение вытекает из 7. 1. 
9 . 1 . Каковы бы не были слово Р в алфавите А и число q, такое, 

что 

(5) P = IQ 

[(4)] 

P = QR, 

* Заметим в связи с этим, что распространенное мнение о том, будто обосно
вание метода математической индукций обязательно требует особой «аксиомы мате
матической индукции», является, по нашему мнению, глубоко ошибочным. 
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при тех же условиях могут быть указаны такие слова S и Т в А, что 

P=ST7 

[Тд = д. 

Из 7 . 2 легко выводится следующая лемма. 
9 .2 . Если для слов Q, i?, S, Т в алфавите А имеют место равен

ства 

(1) QR — ST 

и 

(2) [ С ' = [ ^ , 

то 

Q = S, 

R = T; 

то же имеет место, если соблюдается равенство (1) и равенство 
[Rd=[Td. 

Как следствие отсюда, получаем следующие утверждения. 
9 . 3 . Если для слов Q, R, Т в А имеет место равенство 

QR — QT, 
то 

R — T. 

9 .4 . Если для слов Q, R, S в А имеет место равенство 

QR = SR, 
то 

Q=S. 
Таким образом, в формулах, выражающих равенства соединений слов, 

можно производить сокращения одинаковых левых «множителей» и 
одинаковых правых «множителей».* 

10. Мы говорим о слове Р, что оно начинается словом Ç, если 
имеется такое слово i?, что 

(1) P=QR. 

Мы говорим, что Р оканчивается словом Q, ,если имеется такое 
слово R, что 
(2) P = RQ. 

Например, слово «папагиглемма» начинается словом «папа» и окан
чивается словом «лемма». 

* Алгебраист кратко выразит содержание утверждений 7.1, 7.2, 9.3, 9.4, 
сказав, что слова в А образуют свободную полугруппу со свободным базисом А.! 
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В силу 6 (2) всякое слово начинается пустым словом и оканчивается 
им; всякое слово начинается и оканчивается самим собою. Пустое 
слово начинается (оканчивается) только самим собою. 

Может быть указан алгорифм, выясняющий для любых слов Р и 
Q в алфавите А, начинается ли Р словом Ç. Он состоит в одновре
менном просмотре каких-нибудь представителей этих слов, причем 
сопоставляются и сравниваются сначала первые конкретные буквы 
этих представителей, потом вторые и т. д. до тех пор, пока один по 
крайней мере из этих представителей не будет просмотрен весь или 
какие-нибудь две сопоставляемые конкретные буквы не окажутся 
неодинаковыми. Р тогда и только тогда начинается словом Q, когда 
представитель Q будет просмотрен при этом целиком и всякая его 
конкретная буква окажется одинаковой с сопоставленной ей конкрет
ной буквой представителя слова Р. Непросмотренные конкретные 
буквы представителя слова Р образуют тогда представителя слова R, 
удовлетворяющего (1). Такое слово единственно в силу 9.3. Мы гово
рим о нем, что оно получается отбрасыванием Q от Р слева. 

Может быть указан аналогичный алгорифм, выясняющий для любых 
слов Р и Q в А оканчивается ли Р словом Q, и в случае, если окан
чивается, дающий единственное слово R, удовлетворяющее (2). Об 
этом слове мы говорим, что оно получается отбрасыванием Q от Р 
справа. 

Мы говорим о слове Q, что оно есть начало (конец) слова Р, если 
Р начинается (оканчивается) словом Q. 

Всякое слово есть начало и конец самого себя. 
Мы говорим о слове Q, что оно есть собственное начало (собствен-

ный конец) слова Р, если оно есть начало (конец) Р, отличное (отлич
ный) от Р. 

Следующие утверждения очевидны. 
1 0 . 1 . Если Р есть начало (конец) Q, a Q—начало (конец) Р, то 

P = Q. 
10.2 . Если Р есть начало (конец) Q, a Q—начало (конец) R, то 

Р есть начало (конец) R. 
Докажем следующую важную лемму. 
10 .3 . Если Q и S суть начала одного и того же слова, то либо Q 

есть собственное начало S, либо S есть собственное начало О, либо 
Q=s. 

В самом деле, пусть Q и S суть начала слова Р. Тогда имеются 
такие слова R и Т, что соблюдаются равенства 

(1) P = QR, 

(2) Pz=ST. 

Сравним длины слов Q и S. 
Пусть оказалось, что 

(3) [Qa < [ST1. 

Тогда, согласно 9.1, могут быть указаны такие слова U ж V, что 

(4) S = UV 

(5) [üä=[Qd. 
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Имеем 
(6) QR = UVT Ц1), (2) , (4)1, 

(7) Q = U [ (5) , (6 ) , 9 . 2 ] , 

S = QV [(4), (7 ) ] . 

Таким образом, в этом случае Q есть начало S и, так как при этом 
Q £ [ (3 ) ] , Q есть собственное начало S. 

Аналогичным образом усматривается, что S есть собственное начало Q, 
если 
(8) [Sd<\Q*. 

Наконец, если 

(9) [Qd=[Sd, 

то Q=S [(1), (2), 9 . 2 . ] . 
Этим лемма доказана, так как одно из соотношений (3), (8), (9) 

'всегда имеет место. 
Подобным же образом доказывается следующая лемма. 
1 0 . 4 . Если Q и S суть концы одного и того же слова, то либо Q 

есть собственный конец S, либо S есть собственный конец Q, либо 
Q = S. 

Докажем еще некоторые леммы, применяемые в дальнейшем. 
1 0 . 5 . Первая буква всякого непустого начала слова Р совпадает 

с первой буквой слова Р . 
В самом деле, первую букву слова, очевидно, можно охарактери

зовать как начало этого слова, являющееся буквой. Справедливость 
утверждения 10 .5 вытекает ввиду этого из 1 0 . 2 . 

1 0 . 6 . Последняя буква всякого непустого конца слова Р совпадает 
с последней буквой слова Р. 

В этом мы убедимся аналогичным образом. 
1 0 . 7 . Если <х есть буква, а Р — слово, то всякое собственное начало 

слова Рх есть начало слова Р . 
В самом деле, пусть Q есть собственное начало слова Рос. Тогда 

(10) POL = QR 

для некоторого слова Л. R^=A, так как Q — собственное начало POL 
[(10), 6 ( 2 ) ] . R есть, таким образом, непустой конец слова POL [(10)]. 
Поэтому, последняя буква слова R совпадает с последней буквой слова 
РУ. [ 1 0 . 6 ] , т. е. с ос. Имеем, следовательно, 
(11) R = Sx 
для некоторого слова S. В силу (10) п (11) 
(12) Poi = QSoL, 

P = QS [(12), 9 . 4 ] . 
Следовательно, Q есть начало Р, что и требовалось доказать. 
Аналогичным образом доказывается следующая лемма. 
1 0 . 8 . Если et есть буква, а Р — слово, то всякий собственный конец, 

слова осР есть коней слова Р. 
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10.9 . Если ÖL есть буква, а слова Р и Q таковы, что Pce и Q суть 
начала одного и того же слова, то либо POL есть начало Q, либо Q 
есть начало Р. 

В самом деле, пусть POL к Q суть начала одного и того же слова. 
Тогда имеет место одно из трех: либо POL есть собственное начало Q , 
либо Q — собственное начало Рх, либо Px = Q [10 .3] . В первом и 
третьем случаях Рх есть начало Q, а во втором Q есть начало Р [10 .7 ] . 
Таким образом, Рх есть начало Q, либо Q есть начало Р, что и тре
бовалось доказать. 

10.10. Если х есть буква, а слова Р и Q таковы, что хР и Q суть 
концы одного и того же слова, то либо хР есть конец Q, либо Q есть 
конец Р. 

Это доказывается аналогично лемме 1 0 . 9 . 
10 .11 . Слово RP тогда и только тогда есть начало слова RQ, 

когда Р есть начало Q. 
В самом деле, если Р есть начало Q, то 

(13) Q^PS 

для некоторого слова S. Поэтому 

(14) RQ = RPS 

и, следовательно, RP есть начало RQ. 
Обратно, если RP есть начало RQ, то равенство (14) имеет место 

для некоторого слова S. Из (14) следует, однако, равенство (13) [ 9 , 3 ] , 
показывающее, что Р есть начало Q. 

10.12. Слово PR тогда и только тогда есть конец слова QR, когда 
Р есть конец слова Q. 

Это доказывается аналогично предыдущей лемме. 
По данному слову Р в А легко может быть составлен полный пере

чень его концов. Этот перечень мы начинаем самим словом Р. Если 
оно не пусто, отбрасываем от него его первую букву, что дает слово Р2. 
Рг также является концом Р. Если Р1_^А, отбрасываем от Рг его пер
вую букву, что дает слово Р 2 , также являющееся концом Р. Этот про
цесс последовательного отбрасывания первых букв мы продолжаем, 
пока он не оборвется на пустом слове, что в конце концов случится. 
Получаемые в ходе этого процесса слова Р, Рг, Р 2 , . . . , Л и образуют 
полный перечень концов слова Р. 

Аналогичным образом может быть составлен полный перечень начал 
слова Р. 

И. Мы говорим о слове R, что оно есть общее начало (общий конец) 
слов Р и Q, если оно есть начало (конец) обоих этих слов. 

Всякие два слова имеют по крайней мере одно общее начало. Тако
вым является, например, пустое слово. 

Если слова Р и Q не имеют непустых общих начал (концов), то 
мы говорим, что они взаимно просты слева (справа ) 

11 .1 . Два слова тогда, и только тогда не взаимно просты слева 
(справа), когда они начинаются (оканчиваются) одной и той же 
буквой. 

В самом деле, если слова Р и Q не взаимно просты слева, то 
они имеют непустое общее начало, и его первая буква является 
первой буквой как Р, так и Q [10 .5 ] . Обратно, если Р и Q начи-
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наются одной и той же буквой, то она является непустым общим нача
лом Р и Q, которые, значит, не взаимно просты слева. 

Аналогично доказывается утверждение 11.1 для взаимной простоты 
справа. 

Из леммы 11.1 вытекает следующее условие взаимной простоты слов 
слева (справа). 

11 .2 . Два слова тогда и только тогда взаимно просты слева (справа), 
когда имеет место одно из двух: либо одно по крайней мере из этих 
слов пусто, либо оба они не пусты и начинаются (оканчиваются) раз
ными буквами. 

Мы говорим о слове Я, что оно есть наибольшее общее начало (наи
больший общий конец) слов Р и Q, если R есть общее начало (общий 
конец) этих слов и всякое их общее начало (всякий их общий конец) 
есть начало (конец) слова R. 

11 .3 . Любые два слова имеют одно и только одно наибольшее общее 
начало и один и только один наибольший общий конец. 

Рассмотрим в самом деле какие-нибудь два слова Р и Q. Составим 
для них полные перечни начал, как указано выше. Сопоставляя эти 
перечни, мы сможем составить и перечень общих начал слов Р и Q. 
В этом перечне найдется самое длинное слово — общее начало слов 
Р и Q наибольшей длины. Обозначим его через R и покажем, что оно 
является искомым наибольшим общим началом слов Р и Q. 

Прежде всего, R есть общее начало слов Р и Q согласно построе
нию. 

Рассмотрим какое-нибудь общее начало U слов Р и Q\ покажем, 
что оно есть начало R. Действительно, U ж R суть начала одного и 
того же слова Р. Поэтому U есть собственное начало R или R есть 
-собственное начало U или, наконец, U — R [10.3J . Вместе с тем 

так как U есть одно из общих начал слов Р и Q, a i ? — их общее 
начало наибольшей длины. Поэтому R не может быть собственным 
началом U. Значит, U есть собственное начало R или U — R, т. е. U 
есть начало R. 

Этим показано, что R есть наибольшее общее начало слов Р и Q. 
Единственность наибольшего общего начала непосредственно следует 

из его определения в силу 1 0 . 1 . 
Аналогично устанавливается существование и единственность наи

большего общего конца двух слов. 
11 .4 . Слово R тогда и только тогда есть наибольшее общее начало 

слов Р и Q, когда существуют такие взаимно простые слева слова S 
и 7\ что 

(1) P = RS, 

(2) Q—RT. 

Аналогичным образом характеризуется наибольший общий конец двух 
слов. 

В самом деле, если R есть наибольшее общее начало слов Р и Q, 
то, по определению начала слова, имеются такие слова S и 7 \ что 
равенства (1) и (2) соблюдаются. Рассмотрим какое-нибудь общее 
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начало V слов S и Т. Слово RV является общим началом слов RS 
и RT [10.11], т. е. слов Р и Q [(1), (2)] . А так как R — наибольшее 
общее начало'слов Р и Q, RV есть начало Я , что возможно, очевидно, 
лишь при F = A. Таким образом, слова £ и Г не имеют непустых 
общих начал, т. е. взаимно просты слева. 

Обратно, пусть имеются взаимно простые слева слова S ж Т, для 
которых соблюдаются равенства (1) и (2). Покажем, что тогда R есть 
наибольшее общее начало слов Р и Q. 

R есть их общее начало в силу (1) и (2). Рассмотрим какое-нибудь 
их общее начало U. Тогда, рассуждая, как в доказательстве предыду
щей леммы, убеждаемся, что U есть собственное начало R или R есть 
собственное начало U, или U = R. Если бы R было собственным нача
лом U, то мы имели бы 

U = RV, 
где V ф A. RV, т. е. U, было бы тогда общим началом слов Р и Q, 
т. е. hS и RT [(1), (2)]. Поэтому V было бы общим началом слов S 
и Т [10.11]. Это невозможно, так как V =^Л, а слова S и Т взаимно 
просты слева. Таким образом, R не может быть собственным началом 
U и, значит, U есть собственное начало R или U = R, т. е. U есть 
начало R. Следовательно, всякое общее начало слов Р и Q есть на
чало R, т. е. R есть наибольшее общее начало Р и Q, что и требова
лось доказать. 

11.5. Слова Р и Q тогда и только тогда взаимно просты слева 
(справа), когда их наибольшее общее начало пусто (наибольший общий 
конец пуст). 

Это следует из леммы 11.4 . 
12. Будем говорить о слове Q, что оно есть обращение слова Рг 

если оно состоит из тех же букв, что Р, расположенных в обратном 
порядке. 

Например, слово «носорог» есть обращение слова «горосон». 
Всякое слово имеет одно и только одно обращение, и это обраще

ние может быть построено, если слово дано. 
Обращение слова Р мы будем обозначать символом [Р^. 
Имеем очевидно 

(1) [Д~ = Л; 
(2) [£~ = С 
для любой буквы 

ДЛЯ ЛЮбыХ букв ÇT, £ 2 , . . . 

(4) [PQ~= IQ~[P~ 

для любых слов Р и Q; 

[[Р~~ = Р, 

для любого слова Р. 
[[Р~*=[Р* 
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13. Мы будем рассматривать натуральные числа как слова в алфа
вите Ч [§ 2 . 6 ] , т. е. как ряды вертикальных черточек.* В частности 
число нуль будем отождествлять с пустым словом, число единица — 
со словом |, число два — со словомД, и т. д.** 

Длину произвольного слова Р можно тогда охарактеризовать как 
результат замены всех букв этого слова вертикальными черточками^ 
Для всякого натурального числа N имеем 

[N* = N. 

14. Слово длины N в алфавите { а } мы будем обозначать символом 

(i) 
Это слово, очевидно, может быть охарактеризовано как слово, полу

чаемое из числа N в результате замены каждой черточки буквой а [13] ~ 
Символ (1) имеет, таким образом, однозначный смысл для любой буквы ос 
и любого натурального числа N. В частности а Л = Л, а , = а, а" = аос, 
или, что то же самое, а° = А, а 1 = а, а 2 = аа. 

§ 4. Вхождения 

1. Мы говорим о слове Ç, что оно входит в слово Р, если суще
ствуют такие слова Я и S, что 

(1) P = RQS. 

Например, слово «ход» входит в слово «входит». 
1.1 . Слово Q тогда и только тогда входит в слово Р} когда Q есть 

начало некоторого конца (конец некоторого начала) слова Р. 
В самом деле, если Q входит в Р, то равенство (1) имеет место 

для некоторых слов Я и S. Это равенство показывает, что Q есть 
начало конца QS слова Р (конец начала hQ слова Р). 

Обратно, если Q есть начало некоторого конца Т слова Р, то 
имеются такие слова R и S, что 

(2) T = QS, 

(3) P = RT. 

Из равенств (2) и (3) следует, однако, равенство (1), показываю
щее, что Q входит в Р. Аналогичным образом усматривается, что Q 
входит в Р, если Q есть конец некоторого начала слова Р. 

Справедливость следующих утверждений легко устанавливается. 
1.2. Всякое начало и всякий конец слова Р входят в Р. В частности, 

во всякое слово входят оно само и пустое слово. 
1. 3. Если Q входит в Р и Р входит в Q, то P = Q. 
1. 4. Если Q входит в Р и Я входит в Q, то Я входит в Р. 
Чтобы узнать, входит ли слово Q в слово Р, можпо, составив пол

ный перечень концов слова Р, как указано выше [§ 3 . 1 0 ] , выяснить 

* Ср. [ 1 9 ] . Следует отметить, что такое рассмотрение натуральных чисел пошло 
от первобытного человека. 

** Вместе с тем для обозначения отдельных чисел мы будем пользоваться и 
обычными арабскими цифрами в десятичной системе счисления. 
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затем для каждого из них с помощью описанного выше алгорифма 
[§ 3 .10] , не является ли Q началом данного конца. Мы имеем 
таким образом алгорифм, выясняющий для любых слов Р и Q в А, 
входит ли Q в Р. 

2. Если слово Q входит в слово Р, то может случиться, что Р 
допускает несколько существенно различных представлений вида 1(1) 
(с различными R и S). Например, если мы возьмем в качестве Р слово 
«папагиглемма», а в качестве Q входящее в него слово «па», то уви
дим, что в качестве R и S можно взять как пустое слово и слово 
«пагиглемма», так и слова «па» и «гиглемма». 

В таких случаях умзстно говорить о нескольких «вхождениях» 
слова Q в слово Р и различать эти «вхождения» друг от друга. Как же 
-следует определить «вхождения» Q в Р? 

Здесь возможны различные варианты. Мы остановимся на следую
щем. 

Будем рассматривать алфавит А, не содержащий звездочку «*», 
в качестве буквы. Вхождениями в алфавите А будем называть слова 
вида 

(1) R*Q*S, 

где R, Q и S — слова в А. Иначе говоря, вхождениями в алфавите А 
мы называем слова в алфавите A U { * } , получаемые из слов в А путем 
вставок двух звездочек. 

Упоминание алфавита в связи со вхождениями мы будем опускать 
в тех случаях, когда это не повлечет недоразумений. 

Слово R мы будем называть левым крылом вхождения (1), слово 
S — правым крылом вхождения (1), слово Q — основой этого вхождения. 

Вхождения с основой Q мы будем называть вхождениями слова Q. 
Иначе говоря, вхождениями слова Q мы называем те вхождения, в кото
рых Q выделено звездочками, т. е. заключено между ними. 

Вхождения (1), для которых 

мы будем называть вхождениями в слово Р. Иначе говоря, вхождениями 
в слово Р мы называем слова, получаемые из Р путем вставок двух 
звездочек. 

Вхождения слова Q, являющиеся вместе с тем вхождениями в слово Р, 
мы будем называть' вхождениями слова Q в слово Р. Иначе говоря, вхо
ждениями слова Q в слово Р мы называем слова, .получаемые из Р 
путем вставок двух звездочек, выделяющих Q. 

Например, имеются два вхождения слова «па» в слово «папагиглемма», 
а именно «;:па*пагиглемма» и «па*па*гиглемма». 

2 . 1 . Слово Q тогда и только тогда входит в слово Р, когда суще
ствует хотя бы одно вхождение слова Q в слово Р. 

Это очевидно из определений. 
Из определения вхождения ясно также, что между вхождениями 

слова Q в слово Р и представлениями слова Р в виде XQY имеется 
естественное взаимно-однозначное соответствие — то соответствие, при 
котором вхождению X * Q * Y сопоставляется представление Р 
в виде XQY. 

Докажем некоторые леммы о вхождениях, применяемые позже. 
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2 . 2 . Если буква ос не входит в слово X F то всякое вхождение этого 
хлова в слово POLQ имеет один из видов: 

(2) KOLQ (К — вхождение слова X в P)F 

(3) РхК (К — вхождение слова X в Q). 

В самом деле, пусть буква а не входит в слово X и пусть V*X*W 
есть вхождение слова X в P<xQ. Тогда 

(4) VXW = PQLQ9 

откуда следует, что V и POL суть начала одного и того же слова. 
Поэтому V есть начало Р или Реп есть начало V [§ 3. 10-9 ] . 

В первом случае 

<5) P = VB 

для некоторого олова i?. Отсюда 

(6) V X W = VRxQ [(4), (5)] , 

(7) X W = RxQ [(6), § 3 . 9 . 3 ] . 

Слова X и i?oc являются, следовательно, началами одного и того же 
слова. При этом Ree не есть начало X , так как а не входит в X . 
Поэтому X есть начало R [§ 3 . 1 0 . 9 ] , т. е. 

(8) R = XU 

для некоторого слова С/. Отсюда 

(9) XW^XUOLQ [(7), (8)], 

(10) W = UOLQ [(9), § 3 . 9 . 3 ] , 

V * X * W — V*X*UctQ [(10)] 

г д е 

(11) K = V * X * U . 

При этом 
VXU = VR [(8)] 

= P [(5)], 

откуда следует, что К есть вхождение X в Р [(11)]. Таким образом, 
в первом случае рассматриваемое вхождение X в POLQ имеет вид (2) . 

Во втором случае 

<12) V = POLR 

для некоторого слова R . Отсюда 

V*X*W = POLR*X*W [(12)] 
= POLK, 
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где 

(13) K = R*X*W. 

При этом 

(14) POLRXW = POLQ [(4), (12)] Т 

RXW=Q [(14), § 3 . 9 . 3 ] , 

откуда следует, что К есть вхождение X в Q [(13)]. Таким образом, 
во втором случае рассматриваемое вхождение имеет вид (3), что и 
оставалось доказать. 

2 . 3 . Если ни буква а, ни буква ß не входят в слово X , то всякое 
вхождение этого слова в слово P&Q'pR имеет один иг видов: 

(15) KOLQ$R (К — вхождение слова X в Р), 

(16) PQLK$R (К — вхождение слова X в Q)9 

(17) PccQfiK (К — вхождение слова X в R). 

В самом деле, пусть пи буква а, ни буква ß не входят в X и 
пусть L есть вхождение слова X в слово POLQ^R. Согласно 2 . 2 , L имеет 
вид (15) или вид РаМу где M есть вхождение X в <?ßi?. Но если 

(18) L = POLM, 

где M — вхождение X в Cßi?, то, согласно 2 .2 , M имеет один из. 
видов: 

K$R (К — вхождение слова X в Q), 

Q$K (К — вхождение слова X в R). 

В силу (18), L имеет вид (16) в первом случае и вид (17) во вто
ром. Таким образом, L имеет один из видов (15) — (17), что и требо
валось доказать. 

2 . 4 . Если буквы CL и ß различны и ни одна из них не входит ни 
в слово X ни в слово Q, то всякое вхождение слова aXß в слово POLQ$R 
имеет один из видов: 

(19) KxQ$R {К—вхождение ocXß в Р), 

(20) P*a()ß*i? , 

(21) POLQ$K {К —вхождение aXß в R). 

Вид (20) возможен при этом лишь, когда X = Q. 
В самом деле, пусть соблюдены условия этой леммы и пусть 

V * &X$*W— вхождение слова aJTß в слово Pa.Q$R. Тогда 

VKX$W = POLQ?>R, 

откуда следует, что VOL* X *$W есть вхождение слова X в слово POLQ$R 
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Так как ни а, ни ß не входят в X , имеем, по предыдущей лемме, 
одно из трех равенств 

(22) Г а * X * ßPT = LocCßi?, 

<23) Г а * X * $W = PuLfiR, 

F a * X * ß T 7 = Pa<?ßL, 

причем L есть вхождение слова X в слово Р в первом случае, в слово 
Q—во втором и в слово R — в третьем. Пусть 

(24) L = S*X*T. 
Тогда 

[ ? в первом случае 
{25) SXT =< Q во втором случае 

( i? в третьем случае. 
В первом случае 

V**X*$W=:S*X*TaLQpR [(22), (24)] , 

откуда 

<26) Г а = 5, 

(27) рИ? = ГаСрД. 
Принимая во внимание, что a=^=ß, заключаем из равенства (27), 

что Г ^ А и что Т начинается буквой ß: 

(28) T = $U 

для некоторого слова С/. Имеем далее 

(29) ß*T = ß*7a<?ßi? [(27), (28)1, 

(30) W = UxQ$R [(29), § 3 . 9 . 3 ] , 

i ' * aXß *W=V* aXß * UÜLQ$R [(30)] 

= KOLQ$R, 

где 
<31) ür = F*aXß**7 . 

При этом 
VQLX^U — SXT [(26), (28)1 

= i> [(25)], 

откуда следует, что К есть вхождение aXß в Р [(31)]. Таким обра
зом, в первом случае рассматриваемое вхождение слова aXß в PQLQ$R 
имеет вид (19). 

Совершенно аналогично усматриваем, что в третьем случае это вхо
ждение имеет вид (21). 

Рассмотрим второй случаи. Имеем тогда 

V<i*X*$W=PaLS*X*T$R [(23), (24)] , 
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откуда 

(32) F û C = p a 5 j 

(33) ßTT^Tßi?. 

Но S не может оканчиваться буквой а, а Г не может начинаться 
буквой ß, так как эти буквы, по предположению, не входят в Q, a S 
и Т входят в Q [(25)]. 

Имеем поэтому 

(34) £ = Л [(32)] , 

(35) Т = А [(33)] r 

(36) Va. = Ра. [(32), (34)] , 

(37) $W = $R [(33), (35)]. 

(38) V = P [(36), § 3 .9 .4 ] , . 

(39) W = R [(37), § 3 . 9 . 3 ] , 

(40) X = Q [(25), (34), (35)] T 

(41) V*xXÇ,*W = P*xQ$*R [(38), (40), (39)]. 

Таким образом, во втором случае рассматриваемое вхождение 
слова ocXß в слово POLQ$R имеет вид (20) . 

Очевидно, наконец, что вхождение слова aXß в слово POLQ$R 
может иметь вид (20) лишь при X = Q , так как последнее равенство 
следует из равенства (41). 

2 .5 . Если буква а не входит в слово X , а это слово не входит 
в слово Р, то всякое вхождение слова X в слово PCLQ имеет вид (3). 

Это непосредственно следует из 2.2 и 2.1. Аналогичным образом 
доказывается следующая лемма. 

2.6 . Если буква а не входит в слово X, а это слово не входит 
в слово Q, то всякое вхождение слова X в слово POLQ имеет вид (2). 

3 . Будем рассматривать вхождения К ж L слов одинаковой длины 
в слово Р. Будем говорить, что К предшествует L, если левое 
крыло К есть собственное начало левого крыла L. 

3. 1. Если К и L суть вхождения слов одинаковой длины в одно и 
то же слово, то имеет место одно из трех: либо К предшествует L, 
либо L предшествует К, либо K=L. 

В самом деле, пусть 

(1) K = R*Q*S, 

(2) L = U*T*V, 

и пусть К ж L суть вхождения в слово Р. Тогда 

(3) RQS = P, 

(4) UTV = P, 
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откуда следует, что R ж U суть начала одного и того же слова Р~ 
Поэтому имеет место одно из трех: либо R есть собственное начало U, 
либо 0 есть собственное начало R, либо R=U. R ж U суть соот
ветственно левые крылья К ж L [(1), (2)], и потому К предшествует L 
в первом случае и L предшествует К во втором. Рассмотрим третий 
случай, когда 

(5) R = U; 

покажем, что в этом случае К = L. Имеем 

(6) RQS = RTV [(3), (4), (5)], 

(7) QS = TV [(6), § 3 . 9 . 3 ] -

Но К ж L суть вхождения слов одинаковой длины, т. е. 

(8) [Q* = [T*. 

Поэтому 

(9) < ? = Т [(7), (8), § 3 . 9 . 2 ] г 

(10) S = V [(7), (8) , § 3 . 9 . 2 ] , 

K = L [(1), (2), (5), (9), (10)], 
что и требовалось доказать. 

3 ,2 Никакие две из трех возможностей, указанных в лемме 3 . 1 , 
не совместимы. 

Это следует из определения предшествования, определения соб
ственного начала и леммы § 3 . 1 0 . 1 . 

3 .3 . Если К и L суть вхождения слов одинаковой длины в одно и 
то же слово, то К тогда и только тогда предшествует L, когда 
длина левого крыла К меньше длины левого крыла L. 

Это легко выводится из леммы 3 . 1 , если учесть, что длина вся
кого собственного начала какого-нибудь слова меньше длины этого 
слова. 

3 .4 . Два вхождения слов одинаковой длины в одно и то же слово 
тогда и только тогда совпадают, когда их левые крылья имеют оди
наковую длину. 

Это также следует из 3.1. 
Пусть КЛ,.. . , Кп(п^> 0) — различные вхождения слов одинаковой 

длины в слово Р. Первым среди вхождений КЛ, . . . , Кп будем назы
вать вхождение К3, предшествующее всем вхождениям К3(i 

3.5. Если Кг, Кп(п^>0) суть различные вхождения слов одина
ковой длины в одно и то же слово, то среди них имеется одно и 
только одно первое вхождение. 

В самом деле, пусть 1% означает длину левого крыла if,-. Тогда 
числа lj попарно различны [3 .4] и среди них имеется наименьшее. 
Пусть это будет 1Г Имеем тогда ^ < ^ - ( г = 7 ^ / ) > откуда следует, что К3 

предшествует всякому вхождению К{(1=£*1) [3.3], т. е. что Kâ является 
первым из вхождений Кг, Кп. Единственность первого вхождения 
следует из 3.2. 

Первое среди вхождений слова Q в слово Р мы будем называть 
первым вхождением слова Q в слово Р. 



32 Глава I. Буквы, алфавиты, слова 

Указанный выше [1] алгорифм, выясняющий для любых слов Р и Q 
в алфавите А, входит ли Q в Р, дает и полный список представлений 
•слова Р в виде RQS [см. доказательство леммы 1.1] , а значит и пол
ный список вхождений слова Q в слово Р [2]. К этому списку при
менима лемма 3 .5, и потому имеем следующее утверждение. 

3.6. Если слово Q входит в слово Р, то имеется одно и только 
одно первое вхождение слова Q в слово Р. 

Доказательство этой леммы дает, очевидно, и алгорифм для нахо
ждения первого вхождения слова в другое слово. 

3 . 7 . Если слово Р начинается словом Q, то первое вхождение Q 
в Р имеет пустое левое крыло. 

В самом деле, тогда P = QR для некоторого слова R, откуда сле
дует, что слово *Q*R (т. е. А * ( ) * Л ) является вхождением Q в Р. 
ЭТО вхождение с пустым левым крылом является первым вхождением 
Q в JP, так как пустое слово является собственным началом всякого 
непустого слова, а всякое другое вхождение Q в Р имеет непустое 
левое крыло [3.4]. 

Например, первым вхождением слова «па» в слово «папагиглемма» 
является вхождение «*па* пагиглемма» с пустым левым крылом. 

3. 8 Первым вхождением пустого слова в слово Р является вхождение 

# *Р. 

Это следует из леммы 3 .7 . 
Как нетрудно видеть, число вхождений пустого слова в слово Р 

равно [Рд -\- 1. 
4. Практически удобный способ нахождения первого вхождения Q 

в Р состоит в осуществлении представителя слова Q на полоске бу
маги, которую надо двигать слева направо вдоль неподвижно закреп
ленного представителя слова Р, сличая представителя Q с последо
вательно приходящимися против него участками представителя Р и 
продолжая это до тех пор, пока сличаемые конкретные слова не ока
жутся равными. 

5. Пусть Q*S — вхождение, U — слово. Слово RUS будем назы
вать результатом подстановки слова U вместо вхождения R*Q*S. 

Например, слово «прислониться» есть результат подстановки слова 
«слон» вместо единственного вхождения слова «креп» в слово «при
крепиться». Слово АР есть результат подстановки слова А вместо 
первого вхождения пустого слова в слово Р [3.8]. 

Результат подстановки слова в алфавите А вместо вхождения в этом 
алфавите есть слово в этом алфавите. 

5 .1 . Слово Q тогда и только тогда есть результат подстановки 
слова В вместо вхождения слова А в слово Р, когда могут быть ука
заны такие слова R и S, что 

P=RAS, 

Q=RBS. 

Это непосредственно следует из определений вхождения и резуль
тата подстановки. 

Докажем некоторые леммы, применяемые в дальнейшем. 
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5. 2. Пусть Р и R суть слова в алфавите А, К — вхождение в этом 
алфавите, Q — результат подстановки слова U вместо К. Тогда PQR 
•есть результат подстановки слова U вместо PKR. 

В самом деле, пусть 

<1) K = S*V*T. 

Тогда 

<2) PKR = PS*V*TR [(1)], 

<3) Q = SUT [(!)], 

<4) PQR=PSUTR [(3)]. 

Равенства (2) и (4) показывают, что PQR есть результат подста
новки U вместо PKR. 

5. 3. Если буква œ не входит в слово X, то всякий результат под
становки слова Y вместо какого-нибудь вхождения слова X в слово 
Pv.Q имеет один из видов: 
(5) SOLQ (S — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Р), 
(6) POLS (S—результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Q). 

В самом деле, пусть а не входит в X и пусть R есть результат 
подстановки .слова Y вместо некоторого вхождения L. слова X BPOLQ. 
Согласно 2.2, L имеет тогда один из видов 2(2), 2(3). 

Если L имеет вид 2(2) , т. е. если 

(7) L = KOLQ, 

где К — вхождение X в Р, то обозначим через S результат подста
новки Y вместо К. Согласно 5 . 2 , ASxQ, т. е. SJQ [§ 3 .6 (2 )1 есть 
результат подстановки Y вместо AKOLQ, Т . о. вместо L [(7), § 3 . 6 ( 2 ) ] . 
Таким образом, в этом случае 

R = SOLQ, 

где S есть результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Р; 
иначе говоря, R имеет вид (5). 

Аналогичным образом усматриваем, что R имеет вид (6), если L 
имеет вид 2 (3). 

Тем самым лемма доказана. 
Подобным же образом с помощью 2.3 доказывается следующая 

лемма. 
5. 4. Если ни буква а, ни буква ß не входят в слово X, то всякий 

результат подстановки слова Y вместо какого-нибудь вхождения 
слова X в слово Pa.QfiR имеет один из видов: 
SzQfiR (S—результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Р), 
P&SftR (S — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Q), 
Pv„Q$S (S — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в R). 

Следующая лемма доказывается аналогично с помош,ью 2.4. 
5.5. Если буквы ее и ß различны и ни одна из них не входит ни 

в слово X, ни в слово Q, то всякий результат подстановки слова Y 
вместо вхождения слова ocXß в слово P&QfiR имеет один из видов: 

3 ' А. А Марков 
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(8) SOLQ$R (S — результат подстановки Y вместо вхождения слова 
aXß в Р), 

PYR, 

(9) PocQfiS (S—результат подстановки Y вместо вхождения слова 
aXß в R). 

Если при этом X=^Q, то всякий результат подстановки слова Y 
вместо вхождения слова ocXß в слово PaQfiR имеет вид (8) или вид (9). 

По образцу доказательства леммы 5.4 легко может быть доказана 
следующая лемма. 

5 . 6 . Если ни одна из букв ос, ß, у не входит в слово X, то всякий 
результат подстановки слова Y вместо какого-нибудь вхождения слова 
X в слово PaQfiRyS имеет один из видов 
TaQfiRyS (Т — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Р), 
PaT^RyS (Т — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Q)r 

PonQfiTyS (Т — результат подстановки Y вместо вхождения слова X в Ä), 
PaiQfiRyT (Т —результат подстановки Y вместо вхождения слова X в S). 

Наконец, с помощью лемм 2.5 и 2.6 доказываются следующие 
две леммы. 

5.7. Если буква a не входит в слово X, а это слово не входит 
в слово Р7 то всякий результат подстановки слова Y вместо какого-
нибудь вхождения слова X в слово POLQ имеет вид (6). 

5 . 8 . Если буква a не входит в слово X , а это слово не входит 
в слово Q, то всякий результат подстановки слова Y вместо какого-
нибудь вхождения слова X в слово POLQ имеет вид (5). 

6. В дальнейшем нас часто будет интересовать результат подста
новки слова U вместо первого вхождения слова Q в слово Р. Этот 
результат подстановки мы будем обозначать символом 

2 ( Р , Q, U). 

Символ этот, по определению, имеет смысл тогда и только тогда, 
когда Q входит в Р. 

§ 5. Звенья и цепи 

1. Пусть a и ß — различные буквы. Будем называть (сс, $)-звеном 
всякое слово вида aßa , где В — непустое слово в алфавите {ß}. 

(a, ß)-3BeHbH суть, следовательно, слова вида aß N a, где N положи
тельное число, т. е. слова 

aßa, aßßa, aßßßa, . . . 

В дальнейшем, при рассмотрении (сс, ß)-3BeHbeB с определенными 
а и ß, мы будем часто опускать упоминание об a и ß и называть 
(a, ß)-3BeHbfl просто «звеньями». 

1.1 . (а, $)-звено не входит ни в какое отличное от него (а, $)-звено. 
Это непосредственно следует из определения (а, ß)-3BeHbeB. В част

ности, имеем следующее утверждение. 
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1.2. (се, $)-звепо не начинается (не оканчивается) отличным от него 
(а, $)-звеном. 

2. Пусть а и ß — различвые буквы алфавита А. Мы будем гово
рить о слове Р, что оно есть (у.$)-цепъ в А, если оно либо пусто, 
либо может быть представлено в виде 

где л > 0 и где каждое Р4 есть либо (а, ß)-3BeHo, либо буква алфа
вита А \ { а , ß}. 

Представление Р в виде (1), где каждое Р4 есть либо (а, ß)-3BeHo, 
либо буква алфавита А \ { о с , ß), мы будем называть каноническим 
(ос, ^-представлением слова Р. В дальнейшем мы будем обычно гово
рить просто «цепь» и «каноническое представление» вместо «(а, ß)^enb» 
и «каноническое (а, ß)-пpeдcтaвлeниe». 

Непустые цепи суть, по определению, слова, допускающие кано
ническое представление. 

2. 1. Всякая непустая цепь допускает лишь одно каноническое пред
ставление. 

В самом деле, пусть (1) и 

суть канонические представления одной и той же непустой цепи. Пока
жем, что тогда 

Рх и: Qj суть начала одного и того же слова. Поэтому Рг есть 
начало (?3 или Сг есть начало Рг [§ 3 . 1 0 . 3 ] . Но каждое из этих 
слов есть буква алфавита А \ {ос, ß} или звено. 

Если Pj и Qj суть буквы алфавита А \ { а , ß}, то Р} = Сг, так 
как буква алфавита А \ ( с с , ß} не может начинаться никакой другой 
буквой этого алфавита. 

Невозможно, чтобы Р2 было буквой алфавита А \ { а , ß}*, a Qx — 
звеном, так как ни такая буква не может начинаться звеном, пи 
звено — такой буквой. По той же причине невозможно, чтобы Рг было 
звеном, a Q2 — буквой алфавита А \ { а , ß}. 

Наконец, если и Рг и Сг суть звенья, то P1=zQl в силу 1.2. 
Следовательно, 

(1) Р Р 

(2) Q....Q 

п = т, 
Л = < ? , ( ! < i <»)• 

(3) 

Но, по предположению, 

г* 
1(3), (4)1, 
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откуда, ввиду того, что Q. — непустые слова, усматриваем, что т — 1. 
Аналогично усматриваем, что п = 1, если m — i. 

Допустим теперь, что т г > 1 и Тогда 

P,...Pn = Q2...Qm [(3), (4), § 3 . 9 . 3 ] . 

Рассуждая, как выше, заключаем, что 

Р2=02. 

Рассуждая далее аналогично предыдущему, усматриваем, что 
п = 2 тогда и только тогда, когда m = 2. Если т г > 2 и га>2, полу
чаем равенства 

и т. д. 
Делая I таких шагов, где I означает наименьшее из чисел m и пУ 

убеждаемся, что 

и что ни п, ни m не может быть больше L Следовательно, т = 1 = пж 

P<=Q<(i<î<i), 

что ж требовалось доказать. 
Из доказательства теоремы 2 .1 легко усмотреть, что слово Рг 

ъ каноническом представлении (1) цепи Р может быть охарактери
зовано как единственное, начало слова Р, являющееся звеном или 
•буквой алфавита А \ { с с , ß}. Это дает следующий способ разыскания 
канонического представления данной цепи. 

Пусть относительно данного непустого слова Р известно, что оно 
есть цепь. Требуется найти' его каноническое представление. Нахо
дим Рг как единственное начало Р, являющееся звеном или буквой 
алфавита А \ { а , ß}. Это мы сможем сделать, например, составив 
полный перечень начал слова Р и разыскав в этом перечне звено или 
букву алфавита А \ { о с , ß}. Найдя слово Рг, отбросим его от Р слева, 
что дает конец Яг слова Р. Если i? 1 = A, то каноническое представ
ление слова Р состоит из одного слова Рг Если же RX^=A, то посту
паем с 7?х так, как мы только что поступали с Р, т. е. ищем начало 
Р2 слова JRlt являющееся звеном или буквой алфавита A \ { c t , ß}. 
Отбрасывая Р2 от R1 слева, получаем общий конец R2 слов Лг и Р. 
Если R2 = A, имеем, очевидно, Р — РгР2, что и дает искомое канони
ческое представление слова Р. Если же R2==£l, продолжаем процесс 
подобным же образом дальше. В конце концов мы получим таким 
образом искомое каноническое представление слова Р. 

Следующие утверждения вытекают из определения цепи. 
2 . 2 . Пустое слово есть цепь. 
2 . 3 . Всякая буква алфавита А \ { а , ß} есть непустая цепь. 
2. 4. Всякое звено есть непустая цепь. 
2 . 5 . Соединение двух цепей есть цепь. 
2 . 6 . Всякая непустая цепь начинается (оканчивается) звеном или 

буквой алфавита А \ { а , ß}: 
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Докажем следующую теорему. 
2 . 7 . Если Q — непустая цепь, Р и R— такие слова, что PQR 

есть цепь, то Р и Я суть цепи. 
В самом деле, пусть Q—непустая цепь и пусть слова Р и Я 

таковы, что PQR есть цепь. Покажем, что тогда Р есть цепь. 
PQR^LA, так как Q^=A. Непустая цепь PQR имеет каноническое 

представление, т. е. 

(5) PQR = P1 . . . Ря, 

где п > 0 ж каждое из слов Р( есть звено или буква алфавита 
A \ { t t > {s}. 

Положим 

(6) / * = [ / > а . . . н. 

Тогда 

(7) / 0 = 0 [(6), § 3 . 6 (4 ) , § 3 . 8 ( 1 ) ] , 

ln = [PQRd [ ( 6 ) , (5)1, 

(8) =[Pd + [QRô [§ 3 . 8 . 1 ] 
и, так как QR=^=A, имеем 

(9) ' о < [ ^ < Л [ (7) , (8)J . 

Среди чисел 0,1, . . . , п имеются, следовательно, такие числа i, что 

[pd<i,. 

Пусть / означает наименьшее из них. В силу (9) / > 0 и, по опре
делению / , имеем 

(10) h-i<[Pa<h-

Сравним теперь слово Р с каждым из слов Рг . . . Pj~.2 и Рг. . . Р^ 
В силу (5) эти три слова суть начала одного и того же слова PQR. 
К паре слов Р, Рг . . . Pj_2, равно как и к паре слов Р, Рг. . . Р^ 
применима поэтому лемма § 3 .10 . 3. Замечая, что, в силу (10) и (6), Р 
не может быть собственным началом Рг . . . Pj_17 а Рг . . . Pj не может 
быть началом Р, заключаем, что Рг . . . Pj_x есть начало Р, а Р есть 
собственное начало Рг . . . Рг Таким образом, 

(11) Р = РЛ ...P^S, 

(12) Pl ...Р, = РТ 

для некоторого слова S и некоторого непустого слова Т. Отсюда 

(13) Р, . . . Pj_1PJ = Pl . .. P^ST [§ 3 . 6 ( 5 ) , (12 ) , (11)1, 

(14) Pj = ST [(13), § 3 . 9 . 3 ] , 
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Покажем теперь, что S = 1 . Это очевидно, если Pj есть буква 
алфавита А \ { о с , ß}, так как Т^=А [(14)]. Допустим, что Pâ есть 
звено. Тогда Г, как непустой конец звена Pâ [(14)], начинается 
буквой ос или буквой ß. Имеем далее 

PTPJ+l . . . / > . = / > , . . . Р,Р,+Л ... Рп [(12)] 

(15) = PQR [(5)], 

(16) TPJ+1 ... Pn = QR [(15), § 3 . 9 . 3 ] . 

Здесь Q есть, согласно предположению, непустая цепь, и потому Q 
начинается звеном или буквой алфавита А \ { а , ß}, т. е. 

(17) Q = UV, 

где U есть звено или буква алфавита А \ {ос, ß}, V — некоторое елово. 
Имеем, следовательно, 

(18) ТР;+1... Pn = UVR [(16), (17)]. 

Отсюда следует, что непустое слово U начинается первой буквой 
слова Т и, значит, буквой ос или ß. U есть поэтому не буква алфа
вита А \ { о с , ß}, а звено и, следовательно, начинается буквой ос. 
Той же буквой начинается и слово Г . 

Т не может, однако, состоять из одной буквы ос, так как в этом 
случае мы имели бы 

(19) U = aifoL, 

где 7 V > 0 ; 

<20) OLPjb . . . PA = QLf0L VR [(18), (19)], 

Pj^ ... PH = foLVR [(20), § 3. 9 . 3 ] . 

Отсюда следовало бы, однако, что / < т г [§ 3 .6 (4) ] и что непустое 
слово Pj+1 начинается буквой ß. Вместе с тем Pj+l было бы 
звеном или буквой алфавита А \ { о с , ß} и, значит, не начиналось бы 
буквой ß. Таким образом, Т не состоит из одной буквы а. 

Но Т есть непустой конец звена Р у , начинающийся буквой ос. 
Единственным же непустым концом звена Р у , отличным от а, но 
начинающимся буквой а, является, очевидно, само звено Следо
вательно, 

(21) T = Pâ, 

(22) S = A [(14), (21)], 

Р = Рг [ (H) , (22)], 

При / = 1 отсюда следует, что Р=А [§ 3 . 6 ( 4 ) ] ; при / > 1 _ Ч т о Р 
есть непустая цепь. В обоих случаях Р есть цепь. 
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Аналогичным образом доказывается, что R есть цепь, чем и завер

шается доказательство теоремы. 
2. 8. Если Q и PQ суть цепи, то Р есть цепь. 
При Q=A это очевидно, а при Q=^=A это следует из 2 .7 . 
Аналогично доказывается следующая лемма. 
2. 9. Если Q и QR суть цепи, то R есть цепь. 
3. В дальнейшем нам также понадобится следующее обобщение 

понятия цепи. 
Пусть, попрежнему, а и ß — различные буквы алфавита А. Будем 

говорить о слове Р, что оно есть обобщенная (ос, $)-цепь, если оно 
либо пусто, либо может быть представлено в виде 2 ( 1 ) , где каждое 
Р{ есть либо звено, либо буква алфавита A \ { ß } . 

Представление слова Р в виде 2 ( 1 ) , где каждое P I есть либо 
(а, ß)-3BeHO, либо буква алфавита A \ { ß } , мы будем называть квази
каноническим (ос, ^-представлением слова Р. Вместо «квазиканоническое 
(ос, р)-представление» мы будем обычно говорить короче: «квазиканони
ческое представление». 

Непустые обобщенные цепи суть, по определению, слова, допускаю
щие квазиканоническое представление. 

3 . 1 . Всякая непустая обобщенная цепь допускает лишь - одно квази
каноническое представление. 

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 
2-1. Мы ограничимся поэтому указанием различий этих двух доказа
тельств. 

Каждое из слов Рг и Qx является теперь буквой алфавита 
- A \ { ß } или звеном. Различие с доказательством теоремы 2.1 имеется 
лишь в трактовке тех предполагаемых случаев, когда одно из этих 
слов есть буква, а другое — звено. Эти случаи не исключаются с самого 
начала, так как всякое звено начинается буквой алфавита A \ { ß } , 
а именно буквой ос. 

Если, однако, Рг=<х и Сг есть звено aßiVcc, то из равенства 2 ( 4 ) 
следует, что « > 1 и что 

Д . . . ^ н = Р л г а С 2 . . . С т [§ 3 . 9 . 3 ] , 

а это невозможно, так как Р% есть буква, отличная от ß, или звено, 
начинающееся буквой ос. Таким образом, все же невозможно, чтобы Рг 

было буквой алфавита A \ { ß } , a Q2 — звеном. Аналогичным образом 
усматривается невозможность того, чтобы Qx было буквой алфавита 
A \ { ß } , а Р 3 — звеном. 

В остальном доказательство совпадает с доказательством теоремы 2 . 1 . 
Следующие утверждения вытекают из определений. 
3 . 2 . Всякая цепь есть обобщенная цепь. 
3 . 3 . ос есть обобщенная цепь, но не есть цепь. 
3 . 4 . Соединение двух обобщенных цепей есть обобщенная цепь. 
3.5. Всякая непустая обобщенная цепь начинается (оканчивается) 

звеном или буквой алфавита A \ { ß } . 
Следующая теорема аналогична теореме 2 . 7 . 
3 . 6 . Если Q есть непустая цепь, а слова Р и R таковы, что PQJR 

есть обобщенная цепь, то Р и R суть обобщенные цепи, 
Доказательство мы опускаем, так как оно было бы почти дослов

ным повторением доказательства теоремы 2 . 7 . Отметим, однако, что 
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в теореме 3. 6 нельзя заменить посылку «Q есть непустая цепь» более-
слабой посылкой «Q есть непустая обобщенная цепь». Это видно из: 
следующего примера. 

Пусть Р = я$, Ç = cc, R = A. Тогда PQR = OL$OL. Таким образом, 
Q есть непустая обобщенная цепь и P Q R есть обобщенная цепь (и даже 
цепь), тогда как Р не есть обобщенная цепь. 

3 .7 . Если PQ есть обобщенная цепь, a Q есть цепь, то Р есть 
обобщенная цепь. 

При Q=A это очевидно, а при Q^A это следует из 3 .6 . 
Аналогично доказывается следующая лемма. 
3 . 8 . Если QR есть обобщенная цепь, a Q есть цепь, то R есгпъ 

обобщенная цепь. 

§ 6. Переводы 

1. Будем рассматривать какой-нибудь алфавит В . Допустим, Зто 
буквы ее, ß, Yi»*'-» Y* н е

 В Х ° Д Я Т
 в э т о т алфавит, причем а^=р и буквы 

Тз» • • • »Yfc в с е различны. Построим алфавиты 

(1) А = В U (a, ft, 

(2) B = B U { Y I . . . . . Y * > -

Определим «переводы» букв алфавита Б следующим образом. 
Переводом всякой буквы алфавита В будем считать эту самую 

букву; переводом буквы i <1&) будем считать (а, ß)-3BeHO aß1 ce. 
Условимся обозначать перевод произвольной буквы £ алфавита Б 

символом 

Имеем, по определению, 

(3) [Г = 5 (5 6 В), 

(4) [Yj = aß'a ( 1 < г < * ) -

Справедливость следующего утверждения очевидна. 
1 .1 . Перевод всякой буквы алфавита Б есть звено или буква алфа

вита А \ (a, ß}. 
2. Определим теперь «перевод» произвольного слова Р в алфавите 

Б следующим образом. 
Пусть 

где п^>0 и ^п — буквы алфавита Б; переводом слова Р будем 
тогда называть слово 

К . . . [fr 
т. е. слово, получаемое из Р заменой каждой буквы ее переводом; 
переводом пустого слова условимся считать пустое слово. 

Условимся обозначать перевод слова Р символом 

№. 



§ 6. Переводы 41 

Имеем, по определению 

(i) 
(2) 

А , 

tëï... К 

где с п —буквы алфавита Б. 
Очевидно, что ранее определенный перевод буквы алфавита Б можно-

рассматривать как частный случай перевода слова в этом алфавите. 
2 . 1 . Перевод всякого слова в алфавите Б есть (ос, р)-цепъ в алфа

вите А. 
Это следует из (1) и (2) в силу 1.1 и определения (а, (З)-цепи 

в А [§ 5 . 2 ] . 
2 . 2 . Для всякого слова Р в В имеем [РХ = Р. 
Это следует из 1 ( 3 ) , (1) и (2) . 
2 . 3 . Для всякого слова Р в Б имеем [[Р^д 5̂  [Рд. 
Это непосредственно следует из 1 (3) , 1 (4) , (1) и (2 ) . 
2 . 4 . Различные буквы алфавита Б имеют различные переводы. Иначе 

говоря, если [£ т=: [V для букв q и у\ алфавита Б, то c — f). 
Это непосредственно следует из определения перевода буквы алфа

вита Б. Это определение дает, очевидно, способ однозначно находить 
букву алфавита Б по данному ее переводу. В самом деле, если пере
вод буквы £ есть буква алфавита А \ { о с , ß}, то ; совпадает с этой 
буквой; если же [çT есть звено, то £ есть буква yt., где i — число 
вхождений ß в [£\ 

Мы можем теперь указать и способ однозначного нахождения слова 
в алфавите Б по данному переводу этого слова. 

В самом деле, пусть известно слово [Р т , где Р — искомое слово* 
в Б. Если [РХ = А, то, согласно (2) , Р = А. Если же [РХ=^=А, то,, 
согласно (1) , Р^=А. Пусть тогда 

где ЕП — пока неизвестные буквы алфавита Б . Согласно (2) , 

Это равенство, согласно 1.1, дает каноническое представление слова [Рх. 
Такое представление, однако, единственно [§ 5 . 2 . 1 ] , причем для его< 
разыскания указан способ [§ 5 . 2 ] . Это значит, что имеется способ 
однозначного разыскания числа п и слов . . , по данному слову Р. 
Найдя [G, . . . , Wi, мы согласпо вышесказанному найдем и буквы 
£ г , . . . , Е„. Тем самым будет найдено искомое слово Р. 

2 . 5 . Различные слова в алфавите Б имеют различные переводы. 
Иначе говоря, если [Pz = [ÇT для некоторых слов Р и Q в Б, то Р = Q. 

Это следует из существования только что описанного способа вос
становления слова по данному переводу. 

Не всякая (а, р)-цепь является переводом слова в алфавите Б. 
Нам понадобится даваемая ниже характеристика тех цепей, которые 
являются такими переводами. Для установления этой характеристики 
докажем следующую лемму. 

2 . 6 . Всякое звено, входящее в перевод слова Р, есть перевод одной* 
из букв этого слова. 



42 Глава 7. Буквы, алфавиты, слова 

(3) 

В самом деле, пусть в [Рх входит звено Ç. Имеем тогда 

[PX = RQS 

для некоторых слов R и S. Так как Q, будучи звеном, есть непустая 
цепь [§ 5 . 2 . 4 ] , а [Рх также есть цепь [2 .1 ] , слова R и S суть цепи 

Если цепи R и S не пусты, то они имеют канонические представ
ления. Пусть тогда 

Здесь каждое из слов R^..., Д,-, * S 1 , . . . , Sh, фигурирующих в кано
нических представлениях (4) и (5 ) , есть звено или буква алфавита 
А \ { о с , ß}, a Q есть звено. Следовательно, (6) дает каноническое пред-

что также дает каноническое представление цепи [Рх [1 .1] . Канони
ческие представления (6) и (8) цепи [Рх совпадают [§ 5 . 2 . 1 J , откуда 
следует, что n=j -\-l-\-h и что 

Таким образом, Q есть в этом случае перевод одной из букв слова Р. 
Случаи, когда хотя бы одна из цепей R и S пуста, трактуются совер
шенно аналогичным образом. В этих случаях отпадают соответствую
щие равенства (4) или (5), а в равенстве (6) отпадают R1,...,Rj или 
д У , , . . . , Sh, или и те и другие. Во всех этих случаях мы убеждаемся, 
что Q есть перевод одной из букв слова Р, что и требовалось доказать. 

Следующее утверждение непосредственно вытекает из определения 
переводов букв алфавита Б. 

2 . 7 . Звено тогда и только тогда является переводом буквы алфа
вита Б, когда длина этого звена меньше &-|-3. 

Мы можем теперь следующим образом охарактеризовать цепи, 
являющиеся переводами слов в алфавите Б. 

2 . 8 . Для того, чтобы цепь S была переводом некоторого слова 
в алфавите Б, необходимо и достаточно, чтобы все звенья, входящие 
-в S, имели длины, меньшие /с —|— 3. 

Допустим сначала, что цепь S является переводом слова Р в Б: 

[§ 5 .2 . 7J. 

[(3), (4) , (5)] 

S = [P\ 

Покажем, что длины всех звеньев,, входящих в S, меньше Л: —J— 3-

file://-/-l-/-h
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Действительно, каждое из этих звеньев является переводом неко
торой буквы слова Р [ 2 . 6 ] , т. е. некоторой буквы алфавита Б, 
а потому имеет длину, меньшую к-\-3 [ 2 . 7 ] . 

Допустим теперь, что длины всех звеньев, входящих в S, меньше 
А + 3, и покажем, что тогда эта цепь есть перевод некоторого слова 
в алфавите Б. 

Это очевидно, если .5' = А, так как тогда S есть перевод А [(1)]. 
Если же S Л, то S имеет каноническое представление [§ 5 . 2 ] . 
Пусть оно определяется равенством (5), где каждое из слов S19..., Sh 

есть звено или буква алфавита A \ { o t , ß}. Рассмотрим слово Sf. Оно 
входит в S [(5)] и, если является звеном, то, по предположению, 
имеет длину, меньшую Ä-j-З. В этом случае S. есть перевод некоторой 
буквы алфавита Б [ 2 . 7 ] . Если же S4 — буква алфавита А \ { о с , ß}, 
то S{ является вместе с тем и переводом этой буквы [1(3)] . Следо
вательно, во всех случаях 

<9) S< = [Ç 

для некоторой буквы & алфавита Б. Имеем теперь 

5 = [ 5 . . . К [(5), (9)] 

= [(2)]. 

Таким образом, S есть перевод некоторого слова в алфавите Б, что 
и требовалось доказать. 

Следующие утверждения непосредственно вытекают из определения 
перевода. 

2 . 9 . Каковы бы ни были слова Р и Q в Б, 

'[PQX=[PX[Q\ 

2 . 1 0 . Каковы бы ни были слова Р, Q и R в Б, 

IPQRX = [PT[Q^ [R\ 

3. Предполагая теперь, что звездочка не является буквой алфавита 
A U Б, будем пользоваться ею для построения вхождений в алфавитах 
А и Б [§ 4 . 2 ] . 

На основе утверждения 2. 10 легко доказывается следующая теорема. 
3 . 1 . Если Р, Q, R и S — такие слова в Б, что P*Q*R есть вхо

ждение Q в S, то 

(i) [ P M Ç M i f 
гсть вхождение [Qx в [S~. 

В самом деле, при соблюдении условий этой теоремы 

<2) PQR = S [§ 4 . 2 ] , 

[PX[QX[RX=[SZ [(2), 2 . 1 0 ] , 

откуда следует, что [Рх* [Ç T * [RT есть вхождение [Qx в [Sx. 
Вхождение (1), где Р, Q, R — слова в Б, мы будем называть пере 

ßodoM вхождения P*Q*R. 
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Перевод вхождения К будем обозначать символом 

[1С. 
Имеем, таким образом, 

(3) [Р * Q * Rx = [Рх * [ Q1 * [R\ 

Только что доказанную теорему 3. 1 мы можем формулировать 
следующим образом. 

3 . 2 . Если Q и S — слова в Б, то перевод всякого вхождения Q в S 
есть вхождение перевода Q в перевод S. 

Эта теорема допускает следующее обращение. 
3 . 3 . Если Q и S — слова в Б и Ç=^=A, то всякое вхождение пере

вода Q в перевод S есть перевод некоторого вхождения Q в S. 
Допустим, что условия теоремы выполнены, и рассмотрим какое-

нибудь вхождение L перевода Q в перевод S. Пусть 

(4) L = T*[QX*U. 

Имеем 

(5) \S* = T[<FU [(4), § 4 . 2 ] . 

Здесь [S* и [Q" суть цепи [2 .1 ] , причем [Q~=£=A, так как()=£А [2(2)]. 
Следовательно, Т и U суть цепи [§ 5 . 2 . 7 ] . 

Рассмотрим какое-нибудь звено V, входящее в Т. Оно входит 
в [S\ так как Т входит в [Sx [(5), § 4 . 1 . 4 ] . Поэтому [Vd< А + З [2 .8] . 

Таким образом, длины всех звеньев, входящих в цепь Т, меньше 
&-)-3. Следовательно, Т есть перевод некоторого слова Р в алфа
вите Б [ 2 . 8 ] : 

(6) Т=[Р\ 

Аналогичным образом доказывается, что U есть перевод некоторого 
слова R в алфавите Б: 

(7) U = [R\ 

Имеем теперь 

[Г=[Р* [Qx [Rx [(5), (6), (7)] 

(8) =[PQRX [2 .10] , 

(9) S = PQR [ 2 .5 , (8)]. 

Таким образом, P*Q*R есть вхождение слова Q в слово S [(9), 
§ 4 . 2 ] , a l / есть перевод этого вхождения [(4), (6), (7), (3)], что 
и требовалось доказать. 

Как следствие из теоремы 3. 3 получаем следующую теорему. 
3 . 4 , Если Q и S — слова в Б, то перевод Q тогда и только тогда 

входит в перевод S, когда Q входит в S. 
Заметим прежде всего, что при Q=A теорема тривиальна, так как 

тогда [Qr = A [2(1)] и Q входит в S, a — в [S\ 
Пусть теперь Q=£A. 
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Если Q ВХОДИТ В S, то имеется вхождение К слова Q в S [§ 4 . 2 . 1] . 
[JT есть вхождение [Qx в [£ х [3 .2 ] . Следовательно, [Qx входит тогда 
в [§ 4 . 2 . 1 ] . 

Обратно, если [Qx входит в [£ т , то имеется вхождение L слова 
[Qx в [Sx [§ 4 . 2 . 1 ] . L является переводом некоторого вхождения слова 
<Q в S, так как Qj^A [ 3 .3 ] . Следовательно, Ç входит тогда в S 
[§ 4 . 2 . 1 ] . 

Теорема, таким образом, доказана. 
Другим следствием из теоремы 3. 3 является 
3 . 5 . Если Q и S — слова в Б, то перевод S тогда и только тогда 

начинается переводом Q, когда S начинается словом Q. 
Это утверждение также тривиально при Q=A, так как тогда 

[Q" = A и S начинается словом Q, a [Sz — словом \QX. 
Пусть теперь Q^A. 
Если S начинается словом Q, то 

(10) S = QR 

для некоторого слова R в Б. Отсюда 

[S* = [QX [RT [ 2 . 9 J . 

Следовательно, [S' начинается словом [Qx. 

Обратно, допустим, что [Sz начинается словом [Qx. Тогда 

[SZ = [QXT 

для некоторого слова Г в А, Поэтому 
*[QX*T 

«сть вхождение слова [Qx в слово [Sx [§ 4 . 2 ] . Так как Q^=A, это 
вхождение является переводом некоторого вхождения К слова Q 
в слово S [ 3 . 3 ] . Переводом левого крыла К является тогда левое 
крыло вхождения * [ ( Г * 7 \ т. е. А [(3)]. Отсюда следует, что само 
левое крыло К пусто [2(2)] . Таким образом, К имеет вид 

и, так как К — вхождение Q в S, имеет место равенство (10). Следо
вательно, S начинается словом Q, что и требовалось доказать. 

Предполагая теперь слово Q непустым, рассмотрим всевозможные 
вхождения этого слова в слово S в алфавите Б. Каждому из них 
-соотнесем его перевод. Согласно теоремам 3 . 2 и 3 . 3 это дает нам 
соответствие между вхождениями Q в S, с одной стороны, и вхожде
ниями [Qx в [Sx— с другой, соответствие, при котором каждому вхож
дению Q в S будет соответствовать ровно одно вхождение \QX в [Sx 

и каждому вхождению [Qx в [Sx по меньшей мере одно вхождение 
•Q в S. Мы покажем сейчас, что это соответствие взаимно-однозначно 
и сохраняет порядок. 

Докажем для этого следующую теорему (в которой мы не пред
полагаем, что Q^=A). 

3 . 6 . Пусть Q и S — слова в В, а К и L — вхождения Q в S. Если 
К предшествует L, то [Кх предшествует [Ьх. 
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В самом деле, пусть выполнены условия теоремы и пусть 

(11) K = P*Q*JR, 

(12) L = T*Q*U. 

Р есть собственное начало Т, так как К предшествует L [§ 4 . 3 J -
Следовательно, 

(13) T = PV 

для некоторого непустого слова V. Отсюда 

[ТХ=[РХ [Vх [(13), 2 .91-

Здесь [Vхф А, так как F = ^ A [2(2)] . Следовательно, [Рх есть собствен
ное начало слова [Xх. 

Имеем, с другой стороны, 

[KX=[PX*[QX*IRX [(И), (3)Ь 

[Lz = [F*[Qx*[ir [(12), (3)1. 
Следовательно, [Е? предшествует [Lx, что и требовалось доказать. 
Отсюда легко получается следующая теорема. 
3 . 7 . Если Q и S — слова в Б, то разные вхождения Q в S имеют 

разные переводы. 
Пусть, в самом деле, К и L — разные вхождения Q в S. Тогда К 

предшествует L или L предшествует К [§ 4 . 3 . 1 ] . В первом случае 
[Кх предшествует [L x , а во втором — наоборот [3.6]. В обоих случаях 

Следующая теорема также легко выводится из 3. 6. 
3 . 8 . Если Q и S — слова в Б, К и L — вхождения Q в S, то [Кх 

тогда и только тогда предшествует [U, когда К предшествует L. 
В самом деле, если К предшествует L, то [Кх предшествует [Lx [3. 6 ] . 
Обратно, пусть [1С предшествует [Ьх. Тогда [KX=£{U [§ 4 . 3 . 2 ] . 

Поэтому КфЬ. Следовательно, К предшествует L или L предшествует 
К [§ 4 . 3 . 1 ] . Однако вторая возможность отпадает, так как тогда 
[U предшествовало бы [Кх [ 3 . 6 ] , вопреки предположению о том, что 
[Кх предшествует [U [§ 4 . 3 . 2 ] . Следовательно, К предшествует L, 
что и требовалось доказать. 

Теоремы 3 .7 и 3. 8 показывают, что в случае, когда Q ф 1, указан
ное выше соответствие между вхождениями Q в S и вхождениями [Ç~ 
в [S~ взаимно однозначно и сохраняет порядок. 

3 . 9 . Если S — слово в В и Q входит в S, то первое вхождение 
перевода Q в перевод S есть перевод первого вхождения Q в S. 

В самом деле, пусть выполнены условия теоремы. Тогда имеются 
вхождения Q в S [§ 4 . 2 . 1 ] , и среди них имеется первое [§ 4 . 3 . 6 ] . 
Пусть К означает это вхождение. Покажем, что [Кх является первым 
вхождением [Qx в [S'\ 

[Кх есть вхождение [Qx в [S~ [ 3 . 2 ] . 
Если Ç = A , то [QX = A [2(1)] , 

(14) K = **S [§ 4 . 3 . 8 ] , 

(15) [(14), (3), 2 (1) ] . 
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Следовательно, [К" есть первое вхождение [Q" в [S? [(15), § 4 . 3 . 8 ] . 
Пусть теперь <2=£А. Рассмотрим какое-нибудь отличное от [Кх 

вхождение L" слова [Qx в [Sx. Оно является переводом некоторого 
вхождения M слова Q в слово S [ 3 .3 ] . MфК, так как [1С. 
Поэтому К предшествует M, а [Кх предшествует [Мх, т. е. L [ 3 . 6 ] . 
Таким образом, [Кх предшествует всякому отличному от него вхожде
нию слова [Qz в слово [S1, т. е. является первым вхождением [Qx 

в [Sx, что и требовалось доказать. 
3 .10 . Пусть S, Ç, U — слова в алфавите Б. Если Q входит в S7 

то перевод результата подстановки U вместо первого вхождения Q 
в S есть результат подстановки перевода U вместо первого вхождения 
перевода Q в перевод S, т. е. 

(16) Й(<У, Q, U)X = 3([SX, [Qx, Wx). 

В самом деле, пусть Q входит в S. Пусть К — первое вхождение Q 
в S. [Кх есть тогда первое вхождение [Qx в [Sx [ 3 . 9 ] . 

Пусть 

(17) K = P*Q*R. 

Тогда 

(18) [IC=\P^IQ-~*[R-- [(17), (3)] , 

(19) <?, ü) = PUB [(17), § 4 . 6 , § 4 . 5 ] ; 

[ 2 ( J , Q, Uy=[P4iriI? [(19), 2 .10] 

= 2 ( [ Я \ [Q\ [S?) [(18), § 4 . 6 , § 4 . 5 ] , 
так как [Kx — первое вхождение [Qx в [Sx. Равенство (16), таким, 
образом, доказано. 

4. Аналогично использованию свойств цепей для построения «пере
водов» слов, для подобных же целей могут быть использованы свой
ства обобщенных цепей. Это связано с некоторым видоизменением 
построения переводов, применяемым в дальнейшем [VI, § 4 . 8 ] . 

Выше [1] мы рассматривали алфавит В и не принадлежащие ему 
буквы ос, ß, у т , . . . , yÄ. Теперь мы будем предполагать, что а, принадле
жит В , тогда как буквы ß, у,, , yfc не принадлежат В . Буквы 
y l f . . . ,yfc будем попрежнему предполагать различными. 

Как выше, определим алфавиты А и Б равенствами 1(1) и 1(2). 
(Так как теперь а $ В , вместо 1(1) можно написать проще: 
A = B U № 

Определим теперь переводы букв алфавита Б и переводы слов 
в этом алфавите дословно, как выше [1, 2 ] , и будем пользоваться 
прежним обозначением переводов. Существенно новым обстоятельством 
является то, что переводом буквы ее, принадлежащей алфавиту В , 
является сама эта буква: 

(1) [о* = а. 

Предложение 1.1 поэтому уже не будет иметь места. Вместо него 
имеем 

4 . 1 . Перевод всякой буквы алфавита Б есть звено или буква алфа
вита A \ ( ß } . 
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Равенства 2(1) и 2 (2 ) , очевидно, сохраняют силу, а вместо 2 .1 
имеем 

4 . 2 . Перевод всякого слова в алфавите Б есть обобщенная (а, ß)-
цепъ в А. 

Это следует из 2(1) и 2(2) в силу 4. 1 и определения обобщенной 
цепи [§ 5 .3 ] . 

Утверждения 2 .2—2.5 и 2 . 7 , как нетрудно видеть, остаются 
в силе. Как и в прежних условиях, имеется способ однозначного вос
становления слова по его переводу. Лемма 2. 6 также остается в силе, 
а ее доказательство претерпевает соответствующие изменения: вместо 
ссылок на 2 . 1 , § 5 . 2 . 7 , 1.1 и § 5 . 2 . 1 , надо теперь ссылаться 
соответственно на 4 . 2 , § 5 . 3 . 6 , 4 . 1 и § 5 . 3 . 1 . Вместо 2 . 8 имеем 
теперь 

4. 3. Для того, чтобы обобщенная цепь S была переводом некоторого 
слова в алфавите Б, необходимо и достаточно, чтобы все звенья входя
щие в S, имели длины, меньшие А-[-3. 

Доказательство леммы 4. 3 может быть получено из доказательства 
.леммы 2. 8 путем надлежащих замен. 

Утверждения 2. 9 и 2 .10 , очевидно, остаются в силе. 
4 . 4 . Перевод всякого слова в Б, не содержащего CL, есть цепь. 
В самом деле, переводы отличных от сс букв алфавита Б суть или 

буквы алфавита А, отличные от GC и ß, или звенья. Поэтому перевод 
всякого не содержащего а слова в Б есть или пустое слово, или 
юлово вида Р1 Рп, где каждое Р{ есть звено или буква алфавита 
А \ { а , ß}. Отсюда следует, что всякий такой перевод есть цепь [§ 5 . 2 ] . 



Глава II 

ПОНЯТИЕ АЛГОРИФМА 

Эта глава посвящена уточнению понятия алгорифма. Результатом 
уточнения является понятие «нормального алгорифма», определяемое 
в § 3. В § 4 мы приводим ряд примеров нормальных алгорифмов. Многие 
из этих примеров не только служат иллюстративным материалом, но 
и используются в дальнейшем. В § 5 формулируется «принцип нор
мализации», равносильный, как выяснилось, тезису Чёрча [ 1 5 ] о рекур-
сивности эффективно вычислимых арифметических функций. Принцип 
нормализации утверждает пригодность предлагаемого здесь уточнения 
понятия нормального алгорифма. 

1. Объекты, с которыми имеют дело применяемые в математике 
алгорифмы, весьма разнообразны. Например, это могут быть натураль
ные числа, дроби, многочлены, рациональные функции, матрицы, 
системы натуральных чисел, системы многочленов и т. д. Эти объекты 
не всегда обозначаются конкретными словами, т. е. линейно располо
женными рядами конкретных букв. Уже в случае записи дробей 
и степеней нарушается линейное расположение конкретных букв. 
Другим его нарушением является обычная запись матриц в виде 
таблиц. 

Нетрудно, однако, видеть, что все нарушения линейного располо
жения легко устранить без всякого изменения существа дела. В слу-

Р 
чае дробей можно, например, применять запись «(P/Q)» вместо «-с». 
Составленную из выражений Р , Q, R , S 9 Т, U таблицу 

можно условиться записывать в виде POIQ$R&S$TOLU, где ос и ß — какие-
нибудь различные буквы, не входящие в ранее применяемый алфавит. 
Такое присоединение «новых» букв к алфавиту вообще дает возмож
ность записывать в строку системы объектов, уже записываемых сло
вами в этом алфавите. Применяя, например, ту или иную систему 
счисления, мы пользуемся некоторым алфавитом для записи чисел 
словами в нем. Присоединяя к тому же алфавиту новую букву ос, мы 
получаем возможность записывать системы чисел словами в получен
ном расширении нашего алфавита. Для этого мы условливаемся изо-

4 А. А. Марков 
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бражать систему этих чисел словом iV 3aiV 2a.. .iVÄ_ 3aiVÄ, где Ni—записи 
чисел в принятой системе счисления. 

Приемы этого рода дают возможность переходить к изображению 
рассматриваемых объектов конкретными словами. Мы не сделаем 
поэтому существенного ограничения общности, если будем рассматри
вать только алгорифмы, имеющие дело с конкретными словами. 

2. Всякий способ изображения математических объектов конкрет
ными словами согласуется с абстракцией отождествления в том смысле, 
что равные конкретные слова изображают один и тот же объект. 
Поэтому мы можем считать, что рассматриваемые объекты изобра
жаются абстрактными словами. Соответственно этому с абстрактными 
словами будут иметь дело и наши алгорифмы. 

Это надлежит понимать следующим образом. 
Точное предписание, составляющее алгорифм, имеет своим предме

том конкретные слова. Оно дает правила, согласно которым мы, исходя 
из какого-нибудь данного конкретного слова, будем последовательно 
получать новые конкретные слова. Результаты применения этих пра
вил являются, однако, определенными лишь с точностью до равенства 
конкретных слов. Поэтому и весь процесс применения алгорифма 
является определенным лишь с той же точностью. Иначе говоря, 
результат, получаемый на всяком этапе процесса, может быть всегда 
охарактеризован лишь, как «слово, равное вот этому конкретному 
слову: . . . », а не как «вот это конкретное слово: . . . », 

Таким образом, определенность алгорифма есть определенность 
с точностью до равенства получаемых конкретных слов, или, что 
то же самое, это есть точная его определенность, если, однако, рас
сматривать алгорифм как предписание, касающееся абстрактных слов. 

3. Массовость алгорифма должна состоять в том, что исходные 
данные, выражаемые словом в рассматриваемом алфавите,* могут 
в известных пределах изменяться. Иначе говоря, может в известных 
пределах изменяться исходное слово. 

Результативность алгорифма должна состоять в том, что при 
надлежащих исходных данных, т. е. при надлежащем исходном слове, 
определяемый алгорифмом процесс заканчивается и дает некоторый 
результат, т. е. некоторое результирующее слово. В других же слу
чаях процесс может и не иметь конца или оборваться, натолкнувшись 
на препятствие (на некотором этапе или уже с самого начала). Эту 
возможность безрезультатного обрыва процесса можно, однако, исклю
чить, не ограничивая по существу общности понятия алгорифма. 

В самом деле, предписание «получив такое-то слово, оборвать 
процесс, как безрезультатный» можно заменить предписанием «полу
чив такое слово, повторить это слово». Вместо обрывающегося без
результатного процесса мы будем иметь также безрезультатный, но 
бесконечный процесс повторения одного и того же слова. Интересуясь 
алгорифмами лишь с точки зрения их результативности, мы можем 
пренебречь различием между этими двумя предписаниями. 

Тогда допустимо считать, что любое слово в рассматриваемом алфа
вите может быть взято в качестве исходного при применении алго
рифма. Однако процесс его применения вообще не всегда заканчивается. 

* Применяя указанный выше [1] способ, мы выражаем систему нескольких 
исходных данных одним словом. 
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Если он заканчивается, то слово, получаемое в конце концов, есть 
результат применения алгорифма к исходному слову. 

4 . Заканчивающийся процесс применения алгорифма может быть 
сколь угодно длинным, и слова, получаемые в ходе этого процесса, 
тоже могут быть сколь угодно длинными. Это вообще — лишь потен
циально осуществимый процесс. 

Мы приходим таким образом к следующему определению «алгорифма 
в данном алфавите». 

Алгорифмом в алфавите А называется точное общепонятное предпи
сание, определяющее потенциально осуществимый процесс последова
тельного преобразования абстрактных слов в А, процесс, допускающий 
любое слово в А в качестве исходного. 

Это определение отнюдь не претендует на математическую точность, 
поскольку с точки зрения математика недостаточно точными являются 
встречающиеся в нем термины «общепонятное предписание» и «процесс». 
Мы, однако, временно примем его, отложив уточнение до § 3 этой 
главы. 

5 . Будем говорить об алгорифме 5t, что он применим к слову Р, 
если при исходном слове Р процесс применения 3t в конце концов 
заканчивается на, некотором слове Q. Будем говорить тогда, что 21 
перерабатывает Р в Q. 

Если алгорифм 51 применим к слову Р, то он перерабатывает Р 
во вполне определенное слово. Это слово мы обозначаем через 5t (Р)-

Равенство %(P) = Q выражает, таким образом, что 5t порерабаты-
вает Р в Q. 

6. Условимся понимать под алгорифмом над алфавитом А алго
рифм в любом расширении алфавита А. 

Если 5t и 33 — алгорифмы над А, то будем говорить, что они экви
валентны относительно А, если соблюдены следующие условия. 

Э. 1. Всякий раз, когда 5t перерабатывает какое-нибудь слово Р 
в А в другое слово Q также в А, 33 перерабатывает Р такжо в Q. 

Э. 2. То же с переменой ролей 5t и 33. 
Будем говорить, что 51 и 33 вполне эквивалентны относительно А, 

если соблюдены следующие условия. 
В. 1. Всякий раз, когда 5t перерабатывает какое-нибудь слово Р 

в А в другое слово Q, 23 перерабатывает Р также в Q. 
В. 2. То же с переменой ролей 5t и 33. 
Ясно из определений, что как эквивалентность относительно А, 

так и полная эквивалентность относительно А рефлексивна, сим
метрична и транзитивна, т. е. всякий алгорифм над А эквивалентен 
(вполне эквивалентен) самому себе относительно А; если 5t и 23 экви
валентны (вполне эквиваленты) относительно А, то 33 и 5t эквивалентны 
(вполне эквивалентны) относительно А; если 51 и 23 эквивалентны 
(вполне эквивалентны) относительно А, а также $ и S эквивилентиы 
(вполне эквивалентны) относительно А, то 51 и S эквивалентны (вполне 
эквивалентны) относительно А. Ясно также из сравнения определений, 
что полная эквивалентность относительно А влечет эквивалентность 
относительно А, т. е. что всякие два алгорифма над А, вполне экви
валентные относительно А, эквивалентны относительно А. 

7. В дальнейшем мы часто будем пользоваться знаком условного 
равенства « ~ » . Ставя такой знак между двумя выражениями, мы тем 
самым будем утверждать, что выражения эти означают одно и то же 
слово, коль скоро хотя бы одно из них имеет смысл. Обычно в скоб-

4* 
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ках будут при этом писаться те или иные дополнительные условия, 
налагаемые на составные части рассматриваемых выражений. 

В этих обозначениях полная эквивалентность алгорифмов 2t и S3 
относительно алфавита А выражается так: 

%{Р)~Ъ(Р) (Р — слово в А). 

Условное равенство, очевидно, рефлексивно, симметрично и тран-
зитивно. 

§ 2. Примеры алгорифмов 

1. Будем пользоваться алфавитом Ч для изображения натуральных 
чисел [I, §3 .13] . 

Алгорифм перехода от произвольного натурального числа к числу, 
на единицу большему, перерабатывающий число N в число 
может быть тогда оформлен в виде предписания: «приписать к исход
ному числу слева вертикальную черточку и на этом остановиться». 
Это есть, таким образом, алгорифм в алфавите Ч. 

2. Добавляя к алфавиту Ч звездочку в качестве новой буквы, мы 
получаем алфавит G [I. § 2 . 6 ] , пригодный для изображения систем 
натуральных чисел [§ 1 .1] . Если Nv..., Nx изображают в алфа
вите Ч некоторые числа, то 

(1) N^N,*...*^ 

пусть изображает в алфавите С систему этих чисел. 
Предписание «убрать все звездочки и на этом остановиться» будет 

тогда не чем иным, как алгорифмом сложения системы чисел, пере
рабатывающим систему (1) в сумму этой системы, т. е. в число 

3. Несколько сложнее строится алгорифм умножения. Мы ограни
чимся здесь случаем двух сомножителей. 

Алгорифм будет удобно строить, как алгорифм в расширении 
С U {-{-} алфавита С. 

Условимся прежде всего называть шагом переход от слова в алфа
вите G (J { + } к другому слову в этом алфавите согласно следующим 
правилам. 

У . 1. Если слово содержит более одного вхождения звездочки, то 
оно воспроизводится без изменений. 

У . 2. Если слово содержит ровно одно вхождение звездочки 
и этому вхождению предшествует хотя бы одно вхождение черточки, 
то вместо первого вхождения черточки подставляется -)- . 

У . 3. Если слово содержит ровно одно вхождение звездочки и не 
содержит предшествующих ему вхождений черточек, однако содержит 
вхождения черточки, следующие за вхождением звездочки, то вместо 

* Сумму чисел N l t ...,NM мы, собственно, должны были бы записать в виде 
N 1 . N M , как обычно пишут произведение этих чисел. Мы будем, однако, часто 
пользоваться обычной арифметической символикой для обозначения сумм, произве
дений, разностей и т. д. 
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первого вхождения черточки подставляется левое крыло вхождения 
звездочки. 

У, 4. Если слово содержит ровно одно вхождение звездочки и не 
содержит вхождений черточки, то первая его буква отбрасывается. 

У . 5. Если слово не содержит вхождений звездочки, но содержит 
вхождения плюсов, то вместо первого вхождения плюса подставляется 
черточка. 

У. 6. Если слово не содержит ни вхождений звездочки, ни вхожде
ний плюсов, то шаг невозможен. 

Нетрудно видеть, что ко всякому слову в алфавите C ( J { + } может 
быть применено одно и только одно из этих правил, в силу чего от 
него либо возможен один и только один шаг, либо никакой шаг 
вообще невозможен. Первое имеет место, если слово содержит звездочку 
или плюс, второе — если оно не содержит ни звездочек, ни плюсов, 
т. е. изображает число. В случае возможности шага этот шаг вполне 
определяется соответствующим правилом. 

Теперь мы формулируем предписание «исходя из данного слова, 
делать шаги до тех пор, пока это будет возможно». Это предписание, 
в силу только что сказанного, определяет некоторый процесс. Оно 
и составляет алгорифм умножения. 

Иллюстрируем работу алгорифма на примере умножения чисел 4 
и 3. Система этих чисел изобразится ело вом 1111 * 111 в алфавите С U { + } • 
Исходя из этого слова и применяя алгорифм, мы последовательно 
получим слова 

1 1 1 1 * 1 1 1 
+ 1 1 1 * 1 1 1 
+ + 1 1 * 1 1 I 
+ + + 1 * 1 1 1 
+ + + + * I I I 
+ + + + * + + + + ! ! 
+ + + + * + + + + + + + + I 
+ + + + * + + + + + + + + + + + + 

+ + + * + + + + + + + + + + + + 
+ + * + + + + + + + + + + + + 

+ * + + + + + + + + + + + + 
* + + + + + + + + + + + + 

+ + + + + + + + + + + + 
I + + + + + + + + + + + 
I I + + + + + + + + + + 

I II I I I I I I I I I 

На последнем из этих слов, выражающем число двенадцать, про
цесс заканчивается, согласно У . 6. В это слово алгорифм перераба
тывает слово, изображающее пару чисел 4, 3. 

[Уs 21 

[У, 2] 

{У, 2] 

{У» 2J 

[У,Щ 

[У, 8J 

[У, Щ 

[У,*\ 

{У, M 
[У, M 
{У, 5] 

[У, б] 
[У, öl 

[У, 6] 
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Справа в прямоугольных скобках мы здесь указали применяемое 
правило. Нетрудно видеть, что шаги, совершаемые согласно пра
вилу У . 3, составляют самую суть процесса умножения — замену 
каждой единицы множителя множимым. Все остальное — подготовка 
к этой главной части процесса (применение правила У . 2) и извлече
ние окончательного результата (применение правил У. 4 и У , 5). 
Правило У. 1 нам не пришлось здесь применять. Оно касается слов, 
содержащих более одного вхождения звездочки и обусловливает 
неприменимость алгорифма к таким словам: процесс применения алго
рифма к исходному слову такого рода будет состоять в бесконечном 
повторении этого слова и не даст никакого результата. В частности, 
алгорифм не применим к системам более чем двух чисел. 

В отличие от ранее рассмотренных алгорифмов, применяемых 
в один прием, этот алгорифм требует при своем применении многих 
шагов, причем число их зависит от исходного слова. 

§ 3. Нормальные алгорифмы 

1. Введенное только что понятие алгорифма в данном алфавите 
но является достаточно четким, чтобы дать возможность рассматри
вать алгорифмы как объекты математической теории. Оно для этого 
подложит уточнению, к которому мы сейчас и перейдем. 

Прежде всего «общепонятность» предписания нельзя рассматривать 
как вполне четкую характеристику. Постепенный переход от понятного 
предписания к совсем непонятному путем все большего и большего 
усложнения, очевидно, вполне возможен. Естественна поэтому мысль 
о той или иной регламентации предписания путем его расчленения 
на правила определенного стандартного типа, общепонятность которых 
не вызывала бы никаких сомнений. Процесс применения алгорифма 
будет тогда состоять из отдельных элементарных шагов, каждый из 
которых будет выполняться согласно одному из этих правил. 

Естественно добиваться возможно большей простоты этих шагов 
и правил. 

2. Сложность шагов может быть обусловлена их интегральным 
характером, т. о. тем, что они так или иначе меняют слово в целом, 
вызывают изменения, которые могут быть сколь угодно велики в зави
симости от изменяемого слова. Примером этого рода шагов является 
применение правила У. 3 в выше рассмотренном алгорифме умножения. 

Значительно более простыми являются шаги локального характера, 
вызывающие местные, заранее ограниченные изменения слова, и состоя
щие просто в подстановке некоторого заранее указанного слова вместе 
вхождения другого тоже заранее указанного слова. В выше рассмот
ренном алгорифме умножения к этому типу относятся шаги, связан
ные с правилами У. 1, У . 2, У . 4, У . 5.* 

Естественно стремиться полностью исключить шаги интегральногс 
характера путем сведения всякого такого шага к нескольким шагай 
локального характера. Допустим, что это удалось осуществить. Тогдг 
для данного алгорифма мы будем иметь конечный список возможныз 
типов элементарных шагов, причем каждому типу будет соответство-

* Шаги, совершаемые согласно правилу У . 4, разбиваются при этом на дв{ 
типа в зависимости от отбрасываемой буквы. 
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вать пара слов в алфавите алгорифма: то слово, вместо вхождения 
которого совершается подстановка, и то слово, которое подставляется. 
Считая, что стрелка не есть буква нашего алфавита, условимся изо
бражать формулой вида 

(1) 

подстановку слова В вместо вхождения слова А. Существенная состав
ная часть алгорифма будет тогда выражаться некоторым списком 
таких формул подстановок. 

3. Формул подстановок может быть много. Правила должны давать 
указания относительно того, какую из них следует в каждом случае 
применять. 

Кроме того, даже если известно, что в данном случае следует при
менить подстановку, выражаемую данной формулой 2(1) , то ведь ее 
левая часть А может несколько раз входить в слово. Значит, должно 
быть указано, вместо которого ее вхождения следует подставлять 
правую часть формулы. Возможны различные варианты таких указа
ний. Мы остановимся на следующем, как на простейшем. 

Условимся, во-первых, что расположение формул подстановок в их 
•списке в том смысле определяет их очередность, что каждый раз сле
дует из числа формул списка, выражающих подстановки, применимые 
к данному слову (т. е. из числа тех, чьи левые части входят в слово) 
брать первую. Во-вторых, будем применять соответствующую подста
новку к первому вхождению левой части формулы в рассматриваемое 
<слово. 

Процесс последовательных подстановок, выполняемый на основании 
этого предписания, выглядит так. Будем исходить из какого-нибудь 
слова Р. В данном списке формул подстановок ищется первая из тех, 
чьи левые части входят в Р. Ищется первое вхождение левой части 
этой формулы в Р [I. § 4 . 3 . 6 ] и вместо этого вхождения подстав
ляется правая часть формулы, что дает новое слово РГ С ним делается 
то же, что с Р, и т. д. 

4. Когда же следует заканчивать только что описанный процесс? 
На этот счет предписание, разумеется, тоже должно давать опреде
ленные указания. 

Здесь прежде всего следует иметь в виду, что процесс может 
оборваться сам собою на некотором слове, к которому ни одна из 
формул подстановок не применима, т. е. на слове, в которое не вхо
дит ни одна из левых частей этих формул. Нельзя, однако, ограни
читься алгорифмами, допускающими лишь такой естественный обрыв 
процесса. 

В самом деле, допустим, что алгорифм 51 в алфавите А именно 
таков. Допустим, что этот алгорифм применим к слову Р. Тогда про
цесс применения 51 к Р естественно оборвется на слове 51 (Р) в А. 
К слову 5t (Р) ни одна из формул подстановок алгорифма 31 не будет 
применима. Поэтому, если мы начнем применять 51 к слову 5t (Р), то 
процесс оборвется уже на исходном слове 5t (Р). Алгорифм 51 перера
батывает, таким образом, это слово в самого себя. Мы доказали, 
следовательно, что для 51 имеет место условное равенство 

51 (5t (Р))~ 5t (Р). 
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Далеко не всякий алгорифм удовлетворяет, однако, этому равенству. 
Ему не удовлетворяет, например, алгорифм приписывания черточки 
[§ 2 . 1 ] . Это показывает, что необходимо ввести и какой-то другой 
тип окончания процесса. Здесь опять возможны различные варианты. 
Мы остановимся на следующем. 

Некоторые из формул подстановок мы объявим заключительными;, 
остальные будем называть простыми. Потребуем, чтобы процесс обры
вался не только всякий раз, когда его продолжение невозможно, но 
и всякий раз, когда окажется примененной одна из заключительных 
формул. Во всех остальных случаях процесс должен продолжаться. 

Чтобы отличить заключительные формулы от простых, будем 
в заключительных формулах добавлять точку, которую будем ставить 
рядом со стрелкой и справа от нее. Заключительные формулы будут, 
следовательно, иметь вид 

(1) А^.В, 

где А и В — слова в алфавите алгорифма. 
5. Алгорифмы описанного типа мы будем называть нормальными. 

Нормальные алгорифмы в алфавите А суть, таким образом, алгорифмы, 
которые строятся следующим образом. 

Составляется список слов вида 2 ( 1 ) и 4 ( 1 ) , где А и В суть 
слова в А. (Предполагается, что стрелка и точка не суть буквы этого 
алфавита). Слова этого списка, называемые формулами подстановок 
в алфавите А, расположены в этом списке в определенном порядке. 
(При этом чередование заключительных и простых формул может быть 
любым). 

Алгорифм предписывает последовательно преобразовывать слово 
согласно следующим правилам. 

Пусть на некоторой стадии получено слово Р. Если среди левых 
частей формул подстановок (т. е. левых крыльев вхождений стрелки 
в эти формулы) нет слов, входящих в Р, то процесс обрывается на 
этом слове. Если же среди них есть слова, входящие в Р, то берется 
первая из соответствующих формул подстановок и вместо первого 
вхождения ее левой части в Р подставляется правая часть формулы 
(т. е. правое крыло вхождения стрелки, если формула простая, и пра
вое крыло вхождения точки, если формула заключительная). На полу
ченном так новом слове процесс обрывается, если использованная 
формула была заключительной. Если же она была простой, то с новым 
словом поступают так же, как до этого поступали с Р. 

Исходя из произвольного слова в алфавите А, применяют этот 
процесс последовательного преобразования до его обрыва. Если про
цесс заканчивается, то полученное при его обрыве слово есть резуль
тат преобразования исходного слова — слово, в которое алгорифм 
перерабатывает исходное слово. 

Введенное так понятие нормального алгорифма является, как мы 
увидим, достаточно четким для того, чтобы можно было рассматривать 
нормальные алгорифмы как объекты математической теории. 

6. В следующем параграфе мы рассмотрим ряд примеров нормаль
ных алгорифмов. Сейчас же мы введем некоторые понятия и обозначе
ния, связанные с этими алгорифмами и полезные в дальнейшем. 

Список формул подстановок нормального алгорифма мы будем 
называть схемой этого алгорифма. 
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Всякий нормальный алгорифм, очевидно, вполне определяется ука

занием алфавита, в котором он действует, и схемы. 
Пусть 5t — нормальный алгорифм в алфавите А. Будем говорить 

о слове Р в А, что оно поддается алгорифму 5t, если хотя бы одна 
из формул подстановок этого алгорифма применима к Р , т. е. хотя бы 
одна из левых частей этих формул входит в -Р. В противном случае 
будем говорить, что Р не поддается алгорифму 5t. 

Пусть Р и Q — слова в А. Будем говорить, что 5t просто перево
дит Р в Q, если Q получается из Р в результате первого шага при
менения 51, причем используемая формула подстановки простая. Будем 
говорить, что 51 заключительно переводит Р в Q, если Q получается 
из Р в результате первого шага применения 5t, причем используемая 
формула подстановки заключительная. 

В дальнейшем 
«5t: P i » означает, что Р не поддается 5t; 
«51 : Р I—Ç» означает, что 5t просто переводит Р в Q; 
«51 : Р ]—Q» означает, что 5t заключительно переводит Р в Q. 

Мы предполагаем при этом, что введенные знаки «1 » и «]—» не суть 
буквы алфавита алгорифма 5t. 

Следующая лемма очевидна. 
6 . 1 . Если 5t — нормальный алгорифм в алфавите А, то для всякого 

слова Р в А имеет место одно и только одно из трех: либо 5t : Р 1 , 
либо существует слово Q, такое, что 5t : Р |—Q, либо существует 
слово Q, такое, что 5 t : P | — Q. Во втором и третьем случаях слово Q 
с указанным свойством единственно. 

В дальнейшем вместо 
5t : Р 0 \-Р19 5t : Рг | - Р 2 , . . . , 5t : Р ^ \-Рп 

мы обычно будем писать короче: 

Аналогичным образом будем применять записи 

% : Р0 \-Р, \- Р2 I- . . . h" • Л. 

21 : i>0 \-Рг 1— 1— — I-АЛ , 
смысл которых ясен. 

Будем говорить, что 5t естественно преобразует Р в Q, если про
цесс применения 5t к Р естественно обрывается на слове Q, т. е. если 
существует ряд слов Р 0 , Рг, . . . , Р Л ( / г > 0 ) , такой что 
(1) Я : Р 0 | — P J - - . . ] - ^ » - ! , 

(2) Р0 = Р, Pn = Q-

Будем говорить, что 5t заключительно преобразует Р в Q, если 
процесс применения 5t к Р приводит к Q, причем последняя приме
ненная формула подстановки является заключительной. Иначе говоря, 
5t заключительно преобразует Р в Q, если существует ряд слов 
Р 0 , Рг,. . . , Р Л ( я > 0 ) такой, что 

(3) 5t : Р 0 \-Рг I- . . . ] - Р л _ х I- - РЛ 

и что имеют место равенства (2). 
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Будем говорить, что 2t просто преобразует Р в Q, если процесс 
применения 2t к Р дает на некоторой стадии Q, причем в случае, 
когда эта стадия не исходная, формула подстановки, использованная 
при получении Q, простая. Иначе говоря, 2t просто преобразует Р в Q, 
если существует ряд слов PQ, Pv . . . , Р м ( т г > 0 ) такой, что 
(4) %:Р0\-...\-Рп 

и что имеют место равенства (2). 
Подчеркиваем, что в определениях естественного преобразования 

и простого преобразования допускаются случаи фактического отсут
ствия процесса (п = 0), тогда как в определении заключительного 
преобразования такой случай исключается. 

В дальнейшем 
«2t : Р =Ql » означает, что 2t естественно преобразует Р в Ç; 
«2t : Р = означает, что 2t заключительно преобразует Р в Q; 
«91 : Р = Ç » означает, что 2t просто преобразует Р в Q. 
Сокращенные записи, аналогичные (1), (3) и (4), будут применяться 

и со знаками «)=» и « ]= • ». 
В следующих очевидных леммах предполагается, что 2t — нормаль

ный алгорифм в алфавите А. 
6 . 2 . 2t : Р | = • Ç тогда и только тогда, когда существует такое 

слово R, что 
%:Р\=Д\— 

6 .3 . %(P) = Q тогда и только тогда, когда %:P\=Ql или 
%:P\=.Q. 

6 .4 . Для всякого слова Р в А имеем %:Р\=Р. 
6 .5 . Если 2t : Р 
6 . 6 . Если 2 t :P 
6 .7 . Если 2t : Р 
6 . 8 . Если 2 t :P 
6 . 9 . Если 2t : Р 

= Q =Я, то 2 t : P ] = J ? . 
= Q =. R, то 2t : Р ] = - R. 
= Ç ]=R-\ , mo %:P\=:R-\ . 
— Q, mo %:P\=Q. 
— mo 2 t : P | = - Ç . 

6 .10 . .Яс/ш 3t : P l , mo 2t : P \=Pl . 
7. Иногда нам будет нужно интересоваться числом шагов при пре

образовании Р в Q (простом или заключительном). 
Мы говорим, что 21 просто (заключительно) преобразует Р в Q 

в п шагов, если существует ряд слов Р 0 , . . . , Р я , удовлетворяющий 
условиям 6(2) и 6 (4 ) (6(2) и 6 (3 ) ) . 

Так как естественное преобразование есть частный случай простого, 
это определение распространяется и на него: можно говорить об «есте
ственном преобразовании Р в Q в п шагов», подразумевая под этим 
простое преобразование Р в Q в п шагов, являющееся естественным 
преобразованием. 

Мы будем говорить, что 2t собственно преобразует Р в Q, если 2t 
просто преобразует Р в Q в положительное число шагов. 

В дальнейшем 
« 2 t : P | = n Ç l » означает, что 2t естественно преобразует Р в Q в п 

шагов; 
« 2 1 : Р ] = Я - С » означает, что 2t заключительно преобразует Р в Q 

в п шагов; 
«2t:P 
«2t:P 

=nQ» означает, что 2t просто преобразует Р в Q в п шагов; 
= Ç» означает, что 2t собственно преобразует Р в Q. 
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Докажем некоторые леммы. 

7 . 1 . Если %:P\—Q и %:P\=nRi, то г г > 0 и 21 : Q \ = п ^ г R1 • 

Пусть, в самом деле, 

(1) Ç>l:P\—Q 

(2) %:P\=nRl 
Тогда существует ряд слов Р0, Pv . . . , Р , ь (л> ;0 ) , удовлетворяющий 

условию 6(1) и такой, что 

<3) 

<4) 

Р0 = Р, 

Pn=R. 

га>0, так как %:P0\—Q [(1), (3)] , тогда как %:Рп1 [(2), (4)] . 
Имеем 

<5) 

так 
Л , . 

как 2 t : A 
Л = С. 

2t : Р 0 1 — P j [ 6 . 1 ] . Таким образом, ряд слов 
, Рн удовлетворяет условиям (4), (5) и 

А \ - . . . \ - Р п 1 , 

откуда следует, что 2t : Ç J= n—i • Д> ч т 0 и требовалось доказать. 
Аналогично доказывается лемма 
7 .2 . Если %:P\—Q и %:P\=n-R, то л > 1 и 2t : <? 1 = ^ - i?. 
Лемма 7. 1 обобщается следующим образом. 
7 . 3 . Если %:P\=mQ и 2 t : P ] = M i ? n , то п>m и 21 : Q | = м _ т Д 1 • 
Эту лемму мы докажем индукцией по т. Если яг = 0, то Р — Q 

и лемма очевидна. Допустим, что лемма доказана в предположении, 
что т = к, где к— натуральное число. Докажем ее в предположении, 
что т = к-\- 1. 

Пусть 21 : Р | = Ä - L I Q и 21 : Р \ = п R1 . Тогда существует ряд слов 
jfc+i» удовлетворяющий условиям 

Л = Л 

Имеем поэтому 2 1 : / > ) = л А . Так как 2t : Р } = п R 1 , имеем, согласно 
индуктивному допущению, п>к и 21 : Р* |=„-_jt-R 1 , и, так как 
« :Рк\— Л + ь имеем гс — й > 0 и Я : Р*+з ] = * - * - 1 Д 1 [ 7 . 1 ] , т. е. 
л > А - [ - 1 и 2t: Ç |= w _(jfc + 1 ) i?l , что и требовалось доказать. 

Аналогично доказывается 
7 . 4 . Если %:P\=mQ и 2t: Р | = п • R, то п>т и % : Q | = й _ т • R. 
Из лемм 7 .3 , 7 .4 и 6 .3 вытекает лемма 
7 . 5 . Если 2 t : P ] = Ç и «( />) = Л, то ЭД(С) = Д. 
Из лемм 6 .6 , 6 .7 и 6 .3 вытекает лемма 
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7 . 6 . Если %:P}=Q и 2 t ( ( ? ) = J ? , то 2ЦР) = Д. 
Из лемм 7 .5 и 7 .6 вытекает лемма 
7 .7 . Если 2 1 : Р ) = < ? , то 2l(P) ~ 2t((?). 
Из леммы 7. 7 вытекает лемма 
7 . 8 . Если %:P\=Q, то алгорифм 21 тогда и только тогда при

меним к Р, когда он применим к Q. 
Формулируем еще следующие леммы, вытекающие из 7 . 3 и 7 . 4 

согласно определению собственного преобразования. 
7 . 9 . Если 21: P L Ç и %:P\=nRl , то имеется такое число что 

0<к<п и %:Q \=kRl . 
7 .10 . Если 2t : Р L<? и 21 : Р \ = п • то имеется такое число к% что 

0<к<п и %:Q\=k-R. 

§ 4. Примеры нормальных алгорифмов 
1. Рассмотрим теперь ряд примеров нормальных алгорифмов. Усло

вимся при записи схем нормальных алгорифмов писать формулы под
становок друг под другом в столбик и объединять их слева фигурной 
скобкой. (Эту запись будем для единообразия применять даже тогдау 

когда формула подстановки будет всего одна). 
2. Пусть А—определенное слово в алфавите А. Рассмотрим нор

мальный алгорифм 2tA А в А со схемой 

Схема (1) имеет одну формулу подстановки. Формула эта заключи
тельная, и левая часть ее пуста. Так как пустое слово входит во вся
кое слово, подстановка, выражаемая этой формулой, всегда возможна. 
Применение алгорифма к исходному слову Р будет состоять в подста
новке слова А вместо первого вхождения пустого слова в Р, причем 
тем дело и ограничится, так как формула заключительная. В резуль
тате подстановки получится слово АР [I. § 4 . 5 ] . Следовательно, 

(2) « А . Л ^ Ь - Л Л 

(3) *А,Л(Р) = А Р К 2 ) ' § 3 - 6 - 9 ' § 3 . 6 . 3 ] . 

Таким образом, нормальный алгорифм 2tA А применим ко всякому 
слову в алфавите А, причем он присоединяет слева слово А ко всякому 
такому слову. Это — нормальный алгорифм левого присоединения слова А. 

В частности, в качестве А может быть взято пустое слово. Мы 
получаем тогда тождественный нормальный алгорифм 2l A А в алфавите 
А, применимый ко всякому слову в А и перерабатывающий всякое 
слово в А в то же самое слово. Схема этого нормального алгорифма 
имеет вид 

{ - > • 

Другим важным частным случаем алгорифма 21А А является рас
смотренный в § 2.1 алгорифм приписывания слева вертикальной чер
точки. Этот алгорифм может быть построен как нормальный алгорифм 
в алфавите Ч со схемой 
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3. Что произойдет, если мы опустим точку в схеме (1) и перейдем 
к нормальному алгорифму в А со схемой 

Нетрудно видеть, что получится алгорифм, просто переводящий 
произвольное слово Р в алфавите А в слово АР, это слово в свою 
очередь — в AAP и т. д. Процесс работы алгорифма никогда не закон
чится, каково бы ни было исходное слово Р в А. Таким образом, мы 
получаем пустой алгорифм в А, не применимый ни к какому слову 
эв этом алфавите. Таков, в частности, алгорифм в А со схемой 

{ -* . 
4. Несколько сложнее строится нормальный алгорифм присоедине

ния слова А справа. Здесь приходится прибегать к расширению рас
сматриваемого алфавита. 

Пусть опять А — определенное слово в алфавите А, равном 
{ос1 5 осЛ}. Присоединим к А новую букву, которую обозначим 
через ос. Это даст алфавит 

B = AlJ{oc}. 

Построим в Б нормальный алгорифм 23А А со схемой 

<1) аосм - > айос 
ос -> • А 

ос. 

Будем здесь для краткости обозначать этот алгорифм просто через 23. 
Прослеживая применение алгорифма 23 к произвольному слову Р 

в А, докажем следующее. 
4 . 1 . 2 3 : Р | — осР. 
В самом деле, первые гг-f-l формул подстановок алгорифма 23 

имеют ос в левых частях и потому не применимы к слову Р, не содер
жащему этой буквы. Последняя формула зато применима, так как ее 
левая часть пуста. Ее применение дает слово осР [ I . § 4 . 5 ] . Так как 
применяемая формула простая, имеем 23 : Р |—ссР. 

4 . 2 . 2 3 : о с Р | = Р а . 
При Р = А это следует из § 3 . 6 . 4 . 
Если Р = £ А , то пусть Р = %1...%К, где — буквы алфавита А. 

Положим 

<2) & = Ь. о*** . . . Ь (0 < i < * ) . 

Пусть i — одно из чисел 1, . . . , А. .как буква алфавита А, со
впадает с одной из букв < * ! , . . . , а„. Пусть £tf = ocy. Так как 

<?,-! = 5 , . - . [(2)], 
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левые части первых / — 1 формул подстановок алгорифма 35 не входят 
в Qt„v тогда как 

есть единственное вхождение левой части / - Й формулы подстановки 
в Qf_j. Поэтому алгорифм просто переводит слово Q{_: в результат 
подстановки правой части осуос /-й формулы вместо этого вхождения. 
Так как ау = Е., эшм результатом является слово Qr Таким образом, 
в : С м Ь С Л О < ^ * ) , о т к у д й 8 : С 0 | = С * - Но Ç 0 = a P , Q> = POL [(2)]. 
Следовательно, S8: OLP \=POL, ЧТО И требовалось доказать. 

4 . 3 . %:Ра\—.РА. 
В самом деле, левые части первых п формул подстановок алго

рифма 33 не входят в POL, так как ее не входит в Р. Леяая же часть 
(тг-)-1)-й формулы входит в Рос, и ее единственным вхождением в POL 
является Р * сс *. Вместо этого вхождения алгорифм предписывает под
ставить А, в результате чего получается слово РА. Так как приме
няемая формула заключительная, имеем 23 : POL | РА. 

4 . 4 . Ъ:Р\=-РА [ 4 . 1 , 4 . 2 , 4 . 3 , § 3 . 6 . 8 , § 3 . 6 . 5 , § 3 . 6 . 2 ] . 
4 . 5 . !Ь(Р) = РА [4 .4 , § 3 . 6 . 3 ] . 
Иначе говоря, нормальный алгорифм 23 над алфавитом А применим 

ко всякому слову в этом алфавите, причем он ко всякому такому слову 
присоединяет справа слово А. Это есть алгорифм правого присоедине
ния слова А. 

Работу алгорифма 25 в применении к слову Р в алфавите А можно, 
согласно предыдущему, коротко описать следующим образом. Прежде 
всего, к Р слева присоединяется буква се, которая затем «бежит» 
вправо, последовательно «перескакивая» через буквы слова Р. Добежав 
до конца слова Р, она «превращается» в слово А, и на этом процесо 
заканчивается. 

5. Схему 4(1) алгорифма 23 удобно записать сокращенно в виде 

Здесь в первой строке фигурирует произвольная буква £ алфавита А 
[I. § 2.4]. Эта буква «пробегает» весь алфавит А, на что указывает 
стоящее справа от формулы условие. Каждой букве алфавита А соот
ветствует, таким образом, своя формула подстановки, получаемая из 
первой строки схемы (1) путем замены этой буквой буквы Всего 
первой строке сокращенно записанной схемы соответствует столько 
формул подстановок, сколько букв имеется в алфавите. 

Сокращенная запись не вполне однозначно характеризует схему, 
так как ничего не говорит о порядке расположения формул, соответ
ствующих первой строке. Как видно, однако, из предыдущего, этот 
порядок оказывается в данном случае несущественным: различные 
нормальные алгорифмы, соответствующие различным способам располо
жения первых п формул подстановок, одинаковым образом перераба
тывают слова в алфавите А. Все эти алгорифмы вполне эквивалентны 
относительно А, что и оправдывает примененную запись. 

Такую сокращенную запись мы часто будем применять в дальней
шем. При этом вводятся одна или несколько произвольных букв, про-
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бегающих те или иные алфавиты и, быть может, подчиненных тем или 
иным условиям. Эти алфавиты и условия будут обычно указываться 
в скобках справа от соответствующих строк сокращенно записанной 
схемы. Для восстановления подробной схемы нужно подставить вместо 
каждой греческой буквы букву соответствующего алфавита, заботясь 
о соблюдении условий, что даст некоторую формулу подстановки. Про
делав это для всех возможных замен греческих букв данной строки, 
получим набор формул подстановок, соответствующих данной строке. 
Их взаимное расположение сокращенная запись не отразит, и при 
толковании записи оно может быть выбрано по произволу. Записями 
этого рода мы будем пользоваться лишь тогда, когда произвол в их 
толковании не будет играть существенной роли в рассматриваемых 
вопросах. 

6. При построении нормального алгорифма правого присоединения 
данного слова мы воспользовались формулами транспозиции 

сс£->£сс 

для «протаскивания» буквы се сквозь слово Р [см. доказательство 4 . 2 ] . 
Этот прием мы будем иногда применять в дальнейшем, и потому полезно 
оформить его в виде соответствующей леммы. 

Условимся для краткости говорить о формуле подстановки F нор
мального алгорифма 51, что она стоит выше строки © сокращенной 
записи 3 схемы алгорифма 21, если F есть одна из формул, представ
ленных в 3 какой-нибудь из строк, стоящих выше ©. 

6 . 1 . Пусть Б—расширение алфавита А, с с £ Б \ А , Q — слово в А, 
2t — нормальный алгорифм в Б. Пусть сокращенная запись схемы алго
рифма 21 содержит строку 

(1) о £ А ) . 

Если тогда слова Р и R в Б \ {а} таковы, что все левые части формул 
подстановок, стоящих выше (1), содержат буквы, не входящие в POLQR 
{при отсутствии таких формул это условие сводится к условию: Р и 
R слова в Б \ { а } ) , то 

(2) %:PaQR\=PQo:R. 

Докажем эту лемму методом правой индукции в А [I. § 3 . 8 ] . Если 
Q=A, то утверждение леммы верно в силу § 3 . 6 . 4 . 

Допустим, что лемма доказана для некоторого определенного слова 
Q в А, т. е. что для этого Q установлено следующее: (2) имеет место, 
каковы бы ни были слова Р и R в Б \ { а } , такие, что все левые части 
формул подстановок, стоящих выше (1), содержат буквы, не входящие 
в PaQR. Докажем тогда то же с заменой Q на Qn, где T J Ç A . 

Пусть в самом деле Р и R такие слова в Б \ { а } , что все левые 
части формул подстановок, стоящих выше (1), содержат буквы, не 
входящие в PaQriR. Тогда т ) Я есть, как и R, слово в алфавите Б \ { с с } , 
так как т), будучи буквой алфавита А, отлична от а. Поэтому, согласно 
предположению, 

(3) 
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Но слово PQccr^R содержит те же буквы, что и Pa,QnR. Поэтому, 
если имеются формулы, стоящие выше строки (1), то все их левые 
части содержат буквы, не входящие в PQoir\R. Подстановки, выражае
мые этими формулами, не применимы поэтому к слову PQayR. 

Что касается формул, представленных строкой (1), то среди них 
имеется формула 

(4) (XT} 7)0С, 
очевидно, применимая к PQanR. Рассмотрим какую-нибудь из этих 
формул, скажем 

отличную от (4). Ее левая часть не входит в слово PQOLYJR, так как сс 
не входит в PQyR, a Ç̂ TJ. Таким образом, в схеме алгорифма 2t фор
мула (4) есть первая из формул, левые части которых входят в PQ&riR. 
Так как а не входит в PQriR, единственным вхождением ос?) в слово 
PQ<xr)R является вхождение PQ *OLVJ*R. 

Алгорифм 2t в применении к этому слову предписывает подставить 
т)ос вместо этого вхождения, что дает слово PQ^OLR. Так как (4) — про
стая формула, имеем, следовательно, 

(5) KiPQwRl—PQwR, 

K:PoLQr)R\=PQwR [(3), (5), § 3 . 6 . 8 , § 3 . 6 . 5 ] , 

что и требовалось доказать. 
Доказанная ранее лемма 4 .2 является, очевидно, частным случаем 

€ . 1 . 
В лемме 6.1 буква се «протаскивалась» сквозь слово Q вправо. 

Аналогичным образом осуществляется протаскивание влево. 
Соответствующая лемма, доказываемая аналогично лемме 6 . 1 , фор

мулируется так. 
6 . 2 Пусть Б—расширение алфавита А, с с С Б \ А , Q — слово в А, 

2t — нормальный алгорифм в Б. Пусть сокращенная запись схемы алго
рифма 21 содержит строку 

(6) & х - * а £ ( С € А ) . 

Если тогда слова Р и R в Б \ { а } таковы, что все левые части формул 
подстановок, стоящих выше (6), содержат буквы, не входящие в PQ&R 
(при отсутствии таких формул это условие сводится к условию: Р и 
R—слова в Б\{&}), то 

%:PQOLR =PxQR. 

7. Пусть а — буква алфавита А. Нормальный алгорифм в А 
со схемой 

очевидно, применим ко всякому слову в А и перерабатывает всякое 
такое слово Р в слово, получаемое из Р выбрасыванием всех сс. 
В частности, алгорифм суммирования системы чисел [§ 2.2] может 
быть построен как нормальный алгорифм в алфавите С со схемой 

{* 
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очевидно, перерабатывает всякое слово в А в пустое слово. Мы будем 
называть & А аннулирующим алгорифмом в А. 

Легко также построить нормальный алгорифм в А, перерабатываю
щий всякое слово в А, в некоторое данное постоянное слово А в А, 
Такой алгорифм может быть задан сокращенно записанной схемой 

Условимся говорить о простой формуле подстановки А-+В, что она 
сокращающая, если [Ад^> [Вд. Будем говорить о нормальном алгорифме, 
что он сокращающий, если все его формулы подстановок сокращающие. 

Легко доказывается следующая теорема. 
8 .1 Всякий сокращающий алгорифм в алфавите А применим ко 

всякому слову в этом алфавите. 
В самом деле, при применении сокращающего алгорифма к какому-

нибудь слову в А на каждом шаге получается слово длины меньшей, 
чем длина слова, полученного перед тем. Поэтому процесс применения 
алгорифма должен естественно оборваться после некоторого числа 
шагов, не большего длины исходного слова. 

Нетрудно также видеть, что эта теорема может быть несколько 
обобщена, а именно, если наряду с сокращающими простыми форму
лами в схеме алгорифма присутствуют любые заключительные фор
мулы, то и тогда алгорифм применим ко всякому слову в своем алфа
вите. (Нецелесообразно было бы, однако, называть такие алгорифмы 
сокращающими, так как они могут перерабатывать слова и в более 
длинные слова). 

9. Пусть А — произвольный алфавит. Построим нормальный алго
рифм Ф А в алфавите A U { I } с сокращенно записанной схемой 

Рассматривая слова в алфавите Ч как натуральные числа [I. § 3 . 1 3 ] , 
будем иметь, как нетрудно видеть, 

тывает всякое слово в алфавите A U ( | ) в длину этого слова, 
10. Пусть a l ÇA. Построим нормальный алгорифм SA В алфавите 

A (J {а} с сокращенно записанной схемой 

U - l f ê € A \ { | } ) . 

А) 

a - > • 
- > a 

5 А. А. Марков 
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Нетрудно видеть, что 

йА(&Р) = Р (Р —слово в A, ç€A) , 

<£А (А)=Л. 
Иначе говоря, SA отбрасывает первую букву от всякого непустого 

слова в А и перерабатывает пустое слово само в себя. 
Построим далее нормальный алгорифм 3 А « в A U {сс} со схемой 

( 1 ) , - oC- . . aß€A) 
ОС -> 

и нормальный алгорифм © А а в A U {%} со схемой 

10.1 Если Р— слово в A, Q — непустое слово в A U {а}, mo имеется 
такое слово R в A U {«} , что 

(2) 3 А > а : ^ . < ? ] - ^ а Д , 

(3) [ Л 0 < [ ^ . 

Допустим сначала, что в P%Q входит одно из слов А), т. е. 
что к PccQ применима одна из формул подстановок 

А) 

алгорифма А. Пусть тогда 

(4) СС7) GC 

является первой из таких формул и пусть 

(5) £ * с с 7 ) * Т 

есть первое вхождение слова ojr\ в POLQ. Тогда 

(6) P*Q=SoL-nT [I. § 4 .21 , 

а алгорифм 3 А а в применении к POLQ предписывает подставить сс 
вместо вхождения (5), что дает слово SzT. Так как формула (4) 
простая, 

(7) %Ay.PxQ\-SxT. 

So. и Р суть начала одного и того же слова [(6)]. Поэтому Р начи
нается словом SOL или S начинается словом Р [I. § 3 . 1 0 . 9 ] . Первое,, 
однако, отпадает, так как Р, будучи словом в А, не содержит сс. 
Следовательно, 

(8) S = PU 
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для некоторого слова U. Имеем 

(9) OLQ = UOL^T [(6), (8) , I. § 3 . 9 . 3 ] , 

откуда следует, что непустое слово VOL начинается буквой а, т. е. что 

(10) Ux = aV 

для некоторого слова Г . Имеем далее 

(H) Q = VT>T [ (9) , (10), I . § 3 . 9 . 3 ] , 

SOJ = PUOLT [(8)] 

= Р<хУТ [(10)1 

(12) = PxR, 
где 
(13) R = VT. 

В силу (7) и (12) имеем (2); в силу (11) и (13) имеем (3). В силу (2) 
R есть слово в A U {а}-

Допустим теперь, что никакое слово а£(££А) не входит в Po.Q. 
Тогда Q не начинается буквой алфавита А и, так как Q — непустое 
слово в AU {я}» Q начинается буквой а, т. е. 

(14) Q = OLR 

для некоторого слова R в A U { а } . Это слово удовлетворяет условию (3) 
в силу (14). Так как а не входит в Р, P*QL*Q есть первое вхожде
ние % в PaQ. Алгорифм 3 А « в применении к POLQ предписывает под
ставить А вместо этого вхождения, что дает слово PQ. Но 

PQ = PxR [(14)1 
Так как формула 

(15) 7.^ 

простая, имеем, таким образом, (2). 
Лемма 10.1 этим доказана. 
10.2. Если Р — слово в A, Q — слово в A I J { а } , то 

Это следует из леммы 1 0 . 1 . 
10.3 . Если Р — слово в А, то 

1 6 ) Z ^ : P X ] - P . 

В самом деле, слова впда а; ( ;6 А) не входят в Ро., a единственным 
вхождением а в Ра является .Р*а*. Алгорифм предписывает подста
вить А вместо этого вхождения, что дает слово -Р. Так как приме
няемая при этом формула подстановки (15) простая, имеем (16), что 
и требовалось доказать. 
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10 .4 . Никакое слово в алфавите А не поддается алгорифму ЗА,«-
Это непосредственно усматривается из схемы (1) алгорифма ЗА,а. 
10 .5 . Если Р — слово в A, Q—слово в A U т 0 

(17) ЗА,«(Ра<?) = Р . 

В самом деле, при соблюдении этих условий имеем 

3 Ä 9 « : P O L Q \ = P I 110.2, 10 .3 , 10 .4 ] , 

откуда следует (17) [§ 3 .6 .3 ] . 
Совершенно аналогичным образом устанавливается следующая тео

рема о работе алгорифма ©А,*-
10 .6 . Если Р — слово в A U {a} , Q—слово в А , то 

Слова вида P & Q , где Р и Q — слова в А, можно рассматривать 
как пары слов в алфавите А [§ 1.1]. Теоремы 10.5 и 10.6 утвер
ждают, что алгорифм ЗА,« перерабатывает всякую такую пару в ее 
первый элемент, а алгорифм ©А,«— в о второй. 

Пусть теперь ßi ÇAIJ W- Построим алгорифм ÄAf«,ß в алфавите 
A U {сс, ß} со схемой 

' £а -> a (Ç g А) 
ß£-*ß (S€A) 

a —> 

Аналогично теоремам 10.5 и 10 .6 может быть доказана следующая 
теорема. 

10. 7. Если Р — слово б A U Q — слово в А , Я — слово в A U {ß}, wo 

£ А , * , Р ( ^ а д а ) = <?. 

Алгорифмы ЗА a И ®А « естественно называть отсекающими алгориф
мами, алгорифм ÄA.ot.ß — высекающим алгорифмом. 

11. Пусть a l ÇA; Л, В и С — слова в алфавите А. Построим нор
мальный алгорифм 51А, А, В, С в-алфавите A U {&} с сокращенно записан
ной схемой 

a£ a 6 А) 

^ - > a (56A) 
^ - * a (£SA) 

.4 -* • Л 

(1) 

Покажем, что он применим ко всякому слову в алфавите А, причем 

(2) *А,А,В,С(А) = В, 

(3) А, А, В, С 
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для всякого слова Р в А, отличного от А . 
Для установления равенства (2) заметим, что левые части формул 

подстановок алгорифма 2tA Л в с , соответствующие первым пяти стро
кам схемы (1), не входят в А , так как эти левые части либо содержат 
букву сс, либо имеют длину, на единицу большую длины А . Левая же 
часть следующей формулы подстановки А —> • В входит в А, причем 
единственным вхождением является здесь несобственное вхождение* Л *. 
Алгорифм предписывает подставить вместо этого вхождения слово В, 
что дает В. Так как применяемая формула заключительная, 

откуда непосредственно следует (2). 
Для установления равенства (3) докажем некоторые леммы. Для 

сокращения письма мы пишем в них просто 21 вместо 31А А в с . 
11 .1 . %:QOLR\=OLQR (Q,R —слова в А). 
Это следует из леммы 6 .2 , которая применяется здесь следующим 

образом: роль A, Q и R играют наши теперешние A, Q и R ; роль Б 
играет алфавит A U {ос}; роль Р— пустое слово. Ввиду наличия в со
кращенно записанной схеме (1) алгорифма 2t строки 

Ç a ^ o ç ( ç 6 A ) 

и отсутствия формул^ стоящих выше нее, лемма 6 .2 применима и 
дает лемму 1 1 . 1 . 

11.2. Если Р — непустое слово в А, то имеется такое слово Q 
в А, что 

(4) Я : а Р ( — x Ç , 

(5) lQD<{PD. 

В самом деле, непустое слово Р может быть представлено в виде 
тзС,гдет}СА, Q — слово в А, удовлетворяющее условию (5) [I. § 3 . 8 . 2 ] . 
Имеем тогда 

аР = &rtQ, 

откуда следует, что никакое слово вида £<х не входит в ocP, a xxyxQ 
есть единственное вхождение слова вида сс£(<;ёА) в OLP. Ввиду этого 
мы усматриваем из схемы (1), что 2t в применении к ссР предписывает 
подставить а вместо этого вхождения, что дает ccÇ. Так как приме
няемая при этом формула подстановки 

ат) сс 

простая, имеем (4), что и требовалось доказать. 
11.3 . 2 t : a P | = a (Р — слово в А). 
Это следует из 11.2. 
11.4. 2t : ос ) С. 
В самом деле, формулы, представленные первыми двумя строками 

схемы (1), очевидно, не применимы к а. Формула же, составляющая 
третью строку, применима к а. Алгорифм предписывает применить эту 
заключительную формулу к несобственному вхождению *ос*, что дает 
слово С. Следовательно, 21 : а | С. 
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11.5. Если А входит в Р и А=^=Р, где Р — слово в А, то имеются 
такие слова Q и R в А, что %:Р\—Q(xR. 

В самом деле, пусть Р — слово в А, отличное от А, и пусть А 
входит в Р. Тогда в Р входит либо одно пз слов вида *4ç($€A), либо 
одно из слов вида £А(££А). Иначе говоря, в Р входит левая часть 
хотя бы одной из формул, представленных четвертой и пятой строками 
схемы (1). Левые же части выше стоящих формул, содержащие ос, не 
входят в Р. Поэтому алгорифм 21 предписывает применить к Р одну 
из формул, представленных четвертой или пятой строками схемы (1). 
Эта формула имеет вид i S - ^ c c , И требуется применить ее к первому 
вхождению слова S (равного А£ или £А) в Р. Пусть Q*S*R будет 
этим вхождением. Тогда Q к R суть, как и Р, слова в А, а резуль
тат подстановки правой части формулы есть слово QOLR. Так как при
мененная формула простая, 21 : Р ]—QctR, что и требовалось доказать. 

11.6 . Если А не входит в слово Р в алфавите А, то 2t : Р |—ссР. 
В самом деле, в этом случае из левых частей формул подстановок 

алгорифма 2t левая часть последней формулы — пустое слово — входит 
в Р, все же остальные не входят в Р, так как в них входит либо а, 
либо А. Алгорифм 2t в применении к слову Р предписывает, следова
тельно, подставить правую часть последней формулы, т. е. а, вместо 
первого вхождения пустого слова в Р, что дает о с Р . Так как приме
ненная формула простая, 2t : Р | — а Р , что и требовалось доказать. 

11.7. Если Р — слово в алфавите А, отличное от А, то могут быть 
указаны такие слова Q и R в А, что sîl : Р | — Q O L R . 

В самом деле, если А входит в Р, то такие Q и R могут быть 
указаны, согласно 11.5. Если же А не входит в Р, то, согласно 11 .6 , 
в качестве Q можно взять А, а в качестве R слово Р. 

Мы можем теперь доказать равенство (3). В самом деле, пусть 
Р — слово в А, отличное от А. Возьмем слова Q и R в А согласно 
11.7 таким образом, что 2t : Р | — Q O L R . Имеем тогда 

откуда %:Р\=-С, ы потому ?t(P) = C [§ 3 . 6 . 3 ] , что и требовалось 
доказать. 

12. Пусть ос, ß и у означают различные буквы, не принадлежа
щие алфавиту А. Построим нормальный алгорифм g A в алфавите 
Б = А U {а, ß, у) с сокращенно записанной схемой 

2 1 . : Р | — QOLR 

\=*QR [11.1] 

[11.3] 

[11 .4] , I С 
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Покажем, что 

<2) g A = 
для всякого слова Р в А. 

Равенство (2) имеет место при Р = А, так как нетрудно видеть, 
ч т о 

g A : А|— al— -А = АА. 

Пусть Р — непустое слово в А. Пусть тогда 

<3) р=ь...ь, 
где —буквы алфавита А. 

Положим 
<«) Р, = & (i<i<fc), 

<5) Ри = Р1... Р,_& .. . ?.Р, . . . ütä+i • • • Ь (0 < i < f < Ä) , 
<6) <?, = äy ( 1 < » < А ) , 

<7) Ä ,= <?, . . . QtPl+l. .. PtPx (0 < i < k), 

<8) 5, = l,. . . bQl+i • • • Q*P* (0 < i < Ä). 

Докажем некоторые леммы. 
12.1. %A : />,. у I - Pi_yj (0 < i < / < k). 
В самом деле, 

Р^ = Р,. . .Р^1Х. . - • - • К5) , (4), I. § 3 .6 (5 ) ] , 

откуда видно, что 

<9) Рг--- Р>-А • • • Ь-1 * m * & + 1 • • • • • • S* 
•есть вхождение слова вида *п€А) в Это — единственное вхо
ждение слова такого вида в так как ни в Рг.. . Р^^г • . • ^ îŜ Sy» 
ни в £yß£t-fi. . . £/ос£/-и.. • ^ такие слова, очевидно, не входят. Так как 
•слова вида £ф (£, TQ € А) суть левые части формул подстановок алго
рифма g A , представленных первой строкой схемы (1), этот алгорифм 
в применении к Pij предписывает подставить вместо вхождения (9) 
правую часть формулы 

(Ю) 

что дает слово 

Л • • • • • • • • • ; / * С ж • • • £ » = 

= />,.•• />,_,?, . . . . . . . . - h [(4), I . § 3. 6 (6)] 

= Р | - 1 , , 1(5)1-

Так как формула (10) простая, лемма доказана. 
12.2. ' ^ : Л - 1 , у | = Л , у ( 0 < / < Ä ) [12.1] . 
12-. 3, g A : P0J-i I—/V-i.y (1 < / < * ) • 
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В самом деле, рассмотрим слово 

(Н) *о,/-1 = Рг...PJ^PJ-A. - • IS-I^IJ• • -Ь К5)> I- § 3 - 6 < 4 И • 
Слова вида £/$(£,?)€ А) не входят в него [(4)]. Что касается слов вида 
а£(£6А), то имеется единственное вхождение такого слова в 
а именно 

Л • • • Pi-A • • • lj-г*«Ç,*Ç/4i • • • 5» [ (И), I- § 3. 6 (5), I. § 3. 6 (6)]. 

В применении к Р 0 алгорифм g A предписывает поэтому подста
вить правую часть формулы 

(12) ^->ш& 
вместо этого вхождения, что дает слово 

• f i - - - Pj-iZi • • • Zs-&№&Zj+\ • ••?* = 

=рг... Pj-A... b^pfaz+i • • • & [ ( 4 ) i 

= [(5)]. 

Так как формула (12) простая, лемма доказана. 
12.4. %Â:P0tl\=P0tlc [12.2, 12 .3 ] . 
12.5 . $A:ccP\-P0V 

В самом деле, 
хР = Х ^ . . Л 1 с [(3)], 

откуда видно, что слова вида £т$(£,т)£А) не входят в &Р, тогда как 
имеется единственное вхождение слова вида а£(££А) в ссР, a именно 

В применении к осР алгорифм g A предписывает подставить вместо 
этого вхождения правую часть формулы 

(13) о ^ - ^ а , 

что дает слово 
№г*ь---ь=р&«ь--'Ь- m 

= Ры [(5), I. § 3 .6 (4 ) ] -

Так как формула (13) простая, лемма доказана. 
12.6 . Ро,* = # 0 -
В самом деле, 

Ро, г = Рг. . • Pic-SA - - • скх [(5), I. § 3 . 6 (4)] 

= P1...PtPx [I. § 3 . 6 ( 5 ) , (3)] 

= Яо [(7), I. § 3 . 6 ( 4 ) ] . 

12.7. g A : i ? , _ 1 | - i ? , . ( 1 < » < Ä ) . 
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В самом деле, в R<_x не входят ни слова вида (£, п £ А), ни слова 
вида <х£(££ А) [(7), (4), (6), (3)] . Таким образом, к В^г не применимы 
формулы подстановок, представленные первыми двумя строками 
схемы (1). Применима, однако, формула ß ->y , составляющая третью 
строку этой схемы, так как 

Д - 1 = < ? ! • • • С ^ В Д + Д • • • № [(7), I . § 3.6 (6)] 

(14) = & • • • • - - Р*Рк [(4)] • 

В силу (14) и (6),первым вхождением ß в R^ является вхождение 

C ^ * ß * A + i . . . № . 

Алгорифм g A предписывает подставить вместо него у, что дает 
слово 

<?! • • • • • • № = < ? ! • • • № - и • • • Р*Р* Кб). I- § 3. 6 (5)] 

= Д,. [(7)]. 

Так как формула ß-^>y простая, лемма доказана. 
12.8 . 8 А : Д 0 ] = Д * [12.7] . 
12 .9 . i? u = S 0 [(7), (8), Т. § 3 . 6 ( 4 ) ] . 
12.10. ^-.S.^l-S. ( l < i < Ä ) . 
В самом деле, ß не входит в а а имеет лишь одно вхождение 

в в конце слова [(8), (6)]- Поэтому в х не входят левые части 
формул подстановок, представленных первыми тремя строками схемы (1). 
С другой стороны, левая часть следующей формулы у - > входит в Sj__ir. 
так как у входпт в слово Q4, входящее в £ , _ г Алгорифм g A предпи
сывает подставить пустое слово вместо первого вхождения 

буквы у в S{^19 что дает слово 

Ç 1 . . .Ç ,Ç, + 1 . . .Ç*Poc = S, [(8)] 

Так как примененная формула v - > простая, лемма доказана. 
12.11. %A:S0\=Sk [12.10]. 
12.12. Sk = PPoi [(8), (3), I . § 3 . 6 ( 4 ) ] . 
12.13. %А:РРа]—-РР. 
В самом деле, в слово РР<х не входят левые части формул подста

новок, представленных первыми четырьмя строками схемы (1), так 
как Р — слово в А. Единственным вхождением в PPOL левой части 
следующей формулы а —>• является вхождение 

Р Р * сс * . 

В применении к PPOL алгорифм g A предписывает поэтому подставить 
пустое слово вместо этого вхождения, что дает слово PP. Так как 
примененная формула заключительная, g A : PPOL \ РР, что и требо
валось доказать. 
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12.14. g A : P | _ a / \ 
В самом деле, левые части формул подстановок, представленных 

первыми пятью строками схемы (1), содержат буквы, не принадлежа
щие алфавиту А, и потому не входят в Р. Левая же часть последней 
формулы —>сс схемы алгорифма § д — пустое слово — входит в Р. Алго
рифм § А в применении к Р предписывает поэтому подставить сс вместо 
первого вхождения пустого слова в Р, что дает слово аР. Так как 
примененная здесь формула ->сс простая, лемма доказана. 

Мы можем теперь доказать равенство (2) для рассматриваемого 
-олова Р. В самом деле, 

55А :Р\—аР 

1=^0 
\=РРл 

\=.РР 

[12. 14] 

[12.5] 

[12.4 , 12.6] 

[12.8, 12.9] 

[12.11, 12.12] 

[12.13] , 

•откуда g A : Р |= • РР, п потому %А(Р) = РР [§ 3 . 6 . 3 ] , что и требо
валось доказать. 

Таким образом, нормальный алгорифм § д может быть охарактери
зован, как удваивающий алгорифм над алфавитом А. 

Заметим, что более простой нормальный алгорифм о)д в алфавите 
A | J { a , ß } с сокращенно записанной схемой 

сф-*^1 ( £ ,»€А) 

сс - > • 

не эквивалентен $$д относительно А и потому не может заменить § д . 
Пусть, в самом деле, £ и 7 — разные буквы алфавита А. Тогда, как 
нетрудно видеть, в применении к слову "ÇC алгорифм ©А работает сле
дующим образом: 

-а'С7 

I— УХЦ-а. 
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Таким образом, © A ( ^ X ) = X ^ « ^ ^ X = g A(îp(). По сравнению с работой 
алгорифма g A здесь лишний раз пришлось применить формулу £Xß ->Xß£, 
отчего в окончательном результате произошла транспозиция первых 
двух букв. В алгорифме g A таким лишним перестановкам препятствует 
введение промежуточного этапа при устранении вхождений ß : сначала 
вместо этих вхождений подставляются у [12 .7 , 1 2 . 8 ] , а затем вхожде
ния у опускаются [12.10 и 12 .11J . 

Удваивающий нормальный алгорифм дает типичный пример сведе
ния перехода интегрального характера — удвоения слова — к несколь
ким переходам локального характера — подстановкам согласно схеме 
алгорифма. Число последних зависит при этом от удваиваемого слова. 
Нетрудно подсчитать, что оно равно 

( & + 1 ) ( * + 4) 
2 ' 

где к — длина удваиваемого слова. 
13. Построим нормальный алгорифм над алфавитом А, перераба

тывающий всякое слово в алфавите А в обращение этого слова. Пусть 
сс и ß означают две разные буквы, не принадлежащие А. Зададим нор
мальный алгорифм «£>А в алфавите A U { c c , ß } сокращенно записанной 
схемой 

оса - > ß 

ß a - > ß 

(1) ß?~>£ß « 6 А ) 

а£т)->7)2.£ А) 
-> а 

Этот алгорифм и является искомым обращающим алгорифмом над 
алфавитом А, т. е. 

(2) # А ( Р ) = [/>~ 

для всякого слова Р в А. 
Равенство (2) легко может быть доказано по образцу доказатель

ства равенства 12(2) . Мы поэтому лишь наметим здесь доказательство 
равенства (2), предоставляя подробности читателю. 

Нетрудно видеть, что 

ф А :А1— а|— оса I— ß |— • А, 

откуда следует справедливость равенства (2) при Р = А [Т. § 3 . 1 2 ( 1 ) ] . 
Пусть Р — непустое слово в А. Пусть тогда имеем равенство 12(3) , 

где £ £ А ( l < f < * ) -
Положим 

(3) Р< = о& ( l < i < A ) . 

(4) Л„=Чч -1- • • • • Р г ( 1 < « < / < * ) . 
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Тогда могут быть последовательно доказаны следующие леммы. 
13 .1 . £ A : a P f c , | - i ? t e . 
13 .2 . * А : С , + 1 Н Л , ( ! < * < * ) . 

13.3 . €>А : А I— (?. ( l < i < * ) -
13.4 . * A : a P M | = < ? i -
13 .5 . ^ r Ç j - . ^ . 
13.6 . ф А : Р , ^ l - P , , ( l < f < / < * ) • 
13.7. Ф А : ^ , П = Л , , ( ! < « < * ) . 
13 .8 . Ф А :Л-1 J - ^ . - ( К * ' < * ) • 
13 .9 . * A : P K l 4 N ^ , ( K i < * ) -
13.10. ф А : / > 1 в 1 И ^ . * -
13.11. ф А : Р | _ Р 1 Д . 
13.12. î\:PKlc\-*PKk< 
13.13. ф А : Р | = - [ Р - . 
Из последней леммы равенство (2) непосредственно следует. 
Легко усмотреть, что работу алгорифма ф А в применении к исход

ному слову в А можно описать следующим образом. 
В первой половине процесса применяются формулы, представлен

ные двумя последними строками схемы (1). При этом получается слово 
сиРк к , равное OLPJC'"P1 [(4)]. Это — не что иное, как обращение исход
ного слова, «засоренное» вспомогательными буквами а [(3)]. Эти буквы 
вклинились между буквами алфавита А, и две такие буквы пристав
лены в начале. Во второй половине процесса слово «чистится» от этих 
букв, что совершается, так сказать, при помощи буквы ß, возникаю
щей из пары стоящих в начале букв ос, прыгающей вправо через 
буквы алфавита А, поглощающей а й в конце концов исчезающей. 

14. Сопоставим каждой букве £ алфавита Б определенное слово Аг 

в алфавите А. Заменяя в произвольном слове Р в Б каждую букву | 
сопоставленным ей словом получим слово в алфавите А — резуль
тат замены букв \ словами ^ ( £ С Б ) в слове Р. 

Если Б = {<*!, . . . , а п } , то результат замены букв £ словами Аг (£ g Б) 
будем обозначать символом 

где В< = А*Г 

Пусть, например, А = Б = { я , & } , тогда 

S™, \ыаЪЪ\ — аааЪааЪа. 

Нетрудно видеть, что операция над словами в алфавите Б, выра
жаемая символом 
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— операция замены букв '£, словами А^— обладает следующими свой
ствами: 

SA| = A, 

SS| = Aj (56В), 

<1) SPQ\ = S P \ S Q \ (Р, Q — слова в Б), 

(2) ^ . . . ^ \ = AZl...A,t Ь € Б ) , 
где для сокращения письма опущены индексы у буквы S. 

Легко построить нормальный алгорифм над алфавитом A U Б, выпол
няющий замену букв £ словами Ас, т. е. перерабатывающий всякое 
слово Р в Б в слово S/> IЛ 

В самом деле, пусть a l Ç A Ü B и пусть опять В{—АЛ.. Зададим 
нормальный алгорифм Äf'5'""a£ B A | J B U { C C } сокращенно записанной 
схемой 

' о с ^ Л с с (Ç6 Б) 
« а -> • 

- > а 
Нетрудно видеть, что 

(3) R(P) = S P \ 

для всякого слова i 5 в Б .* 

Для пустого слова это равенство имеет место, так как ясно, что 

$ : А )—а I Л. 

Пусть Р — непустое слово в Б . Пусть тогда 
<4) Р = 1г..-1Л1, 5*6 Б) . 

Положим 

(5) Pt = Аь . . . АиаЬ+1. . . 1Ъ (0 < i < к). 

Принимая во внимание, что сс не входит в слова А^(£СБ), видим, 
что при 0 < i^.k 

есть единственное вхождение слова вида сс£ в ^ \ _ г Поэтому 

(6) ( 0 < i < Ä ) . 

Так как слова вида а£ не входят в слово Р К , равное, согласно (5), 
слову 

т. е. слову SP\QL [(2), (4)] , имеем 

<7) £ : ^ | _ . 8 Р | . 

* Здесь и в дальнейшем мы опускаем индексы у £ . 
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Наконец, так как сс не входит в Р, 
(8) &:Р\—яР, 

(9) $:Р\-Р0 [(8), (5), (4 ) ] . 

В силу (9), (6) и (7) 
St: P\=*SP\, 

откуда (3) следует согласно § 3 . 6 . 3 . 
Таким образом, 51 может быть охарактеризован как алгорифм замены 

букв а т , . . . , ссп словами Bv . . . , Вп. 
Важным частным случаем замены букв словами является выбра

сывание некоторых букв, уже отчасти рассмотренное выше [7], — опе
рация, выполняемая с помощью более простых нормальных алгориф
мов. Это — тот частный случай, когда А = Б, AS = À для некоторых 
букв £ и Aç = $ для остальных с. 

В связи с этой операцией в дальнейшем будет применяться следую-
щая терминология. 

Пусть А — расширение алфавита В . Результат выбрасывания букв 
алфавита А \ В из слова Р в А будем называть проекцией слова Р на 
алфавит В и обозначать через 

Построение проекций слов в А на В мы будем называть операцией 
проектирования из А на В . 

Если А = {сс р . . . , сс п), где все сс,- различны, и В = { x v . . . , x k } , где 
& <J>£, то имеем, очевидно, 

Частным случаем равенства (1) является равенство 
(10) l p ç B = [ p B [ ç B j 

справедливое для любых слов Р и (? в А. 
Соответствующим частным случаем алгорифма & является нормаль

ный алгорифм в A U ( сс} с сокращенно записанной схемой 

[ « 5 - f r « € B ) 
а £ - > а ( £ € А \ В ) 

Однако более простой нормальный алгорифм в А с сокращенно 
записанной схемой 

{ C - ß € A \ B ) , 

очевидно, достигает той же цели — он перерабатывает всякое слово 
в алфавите А в проекцию этого слова на алфавит В и, следовательно, 
вполне эквивалентен $ относительно А. 
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Длина проекции слова Р на алфавит В есть, очевидно, не что иное,, 
как число вхождений в слово Р букв этого алфавита. 

Другим важным частным случаем замены букв словами является 
рассмотренное в I . § 6 построение перевода слова. При этом каждая 
буква слова заменяется своим переводом. Поэтому в обозначениях I. § & 
алгорифм, перерабатывающий каждое слово в Б в перевод этого слова, 
может быть построен как нормальный алгорифм в алфавите A U Б (J {<Н 
со схемой 

для любого слова Р в Б . 
Это построение алгорифма перевода, очевидно, применимо как в слу

чае, рассмотренном в I. § 6 .1 ( а не принадлежит В) , так и в случае, 
рассмотренном в I. § 6 . 4 ( а принадлежит В) . 

15. Легко может быть построен нормальный алгорифм, в известном-
смысле обратный алгорифму Ï , перерабатывающий перевод всякого 
слова Р в Б в это самое слово. Ограничиваясь случаем, когда ос не* 
принадлежит В , построим нормальный алгорифм ï 1 в A U Б U {Ь} со» 
схемой 

(£€Б) 

(56 В) 

где опять & — буква, не принадлежащая A (J Б. 

для всякого слова Р в Б. 
Очевидно прежде всего, что 

(2) ( р _ слово в Б) , 

[(2), I . § 6 . 2 ( 1 ) , (3)], 

^ ( [ A T ) = A 

Таким образом, равенство (1) пмеет место при Р = А . 
Пусть теперь Р ^ = А . Пусть 

(5) 
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где 2 р . . . ,£„ — буквы алфавита Б. Положим 

Имеем 

(7) = № [(6), (5), I. § 6 . 2 ( 2 ) ] , 
(8) Рп = РЬ [(6), (5)J. 

Так как буква не принадлежащая алфавиту A IJ Б, не входит 
в слова ^ . , . . . . в этом алфавите, 

(9) . . [ ^ 

есть единственное вхождение этой буквы в слово Р(_г [(6)]. Рассмот
рим правое крыло . . этого вхождения. Оно является переводом 
слова Если £— такая буква алфавита Б, что начи
нается словом [Jf, то £п начинается буквой £ [I. § 6 . 3 . 5 ] , т. е. 
£ = Таким образом, £f есть единственная буква алфавита Б, такая, 
что [Çj.. . начинается переводом этой буквы. Принимая во внима
ние, что (9) есть единственное вхождение S в P{-v заключаем, что 

•есть единственное вхождение слова вида сЦ£ т(£бБ) в Р{_г. 
Алгорифм 3^ в применении к слову Р^г предписывает поэтому под

ставить £,8 вместо этого вхождения, что дает слово 

т. е. Р( [I. § 3 . 6 ( 5 ) , (6)]. Таким образом, 

S z ^ - i l - ^ (1 < * < » ) . 
и, следовательно, 

(Ю) ^:Р0\=Рп, 

т. е. 

(И) г 1 : & [ Р * | = Р & [(10), (7), (8)]. 

В силу (2), (11) и (3) 
^г:[Рх\=^Р9 

откуда равенство (1) следует согласно § 3 . 6 . 3 . 
Таким образом, это равенство действительно имеет место для вся

кого слова Р в алфавите Б, что и требовалось доказать. 
16. Пусть А и Б — алфавиты без общих букв. Для всякого слова Р 

в объединении этих алфавитов возможно построить как проекцию [РА 

на алфавит А, так и проекцию [Рв на алфавит Б. Покажем, что нор
мальный алгорифм 2 А Б в алфавите A | J B с сокращенно записанной 
схемой 

{ril^b (£€А, 7,6В) 
перерабатывает всякое слово Р в алфавите A IJ Б в слово [Рк [Рв. 



§ 4. Примеры нормальных алгорифмов 81 

Для этого условимся прежде всего называть высотой слова Р число 
вхождений в Р слов вида riQ^ где £ £ А , -п£Б. Высоту слова Р будем 
обозначать символом [Рв. 

Докажем некоторые леммы. 
16.1. Если R— слово в A U Б, Ç £ Б, то 

(1) [RC = IRB. 

В самом деле, соотнесем всякому вхождению 

(2) S*xQl*T 
слова вида 7 j Ç Ç ( £ Ç A , T J Ç B ) В i î вхождение 

(3) S*rtQÏ*rC 

того же слова в R£. Вхождение (3) будем называть образом вхожде
ния (2). Очевидно, что разные вхождения слов вида v )Çç(ç€A, vigB) 
в R имеют разные образы. 

Рассмотрим, с другой стороны, какое-нибудь вхождение 

(4) и*г№*У 

слова вида v )Ç£(£6A, т)£Б) в i?^. Имеем 

(5) U^QIV^RI [I. § 4 . 2 ] . 

Здесь £=7̂ =Ç, так как £ £ А , Б. Поэтому V =£А и V оканчивается 
буквой т. е. 

(6) V = Wl. 

Имеем 
0-Т(С£Иг = л [(5), (6), [. § 3.9.41, 

откуда следует, что 

(7) U*nQÏ*W 

есть вхождение rtQ^ в i î . В силу (6) вхождение (4) есть образ вхожде
ния (7). Таким образом, всякое вхождение слова вида А, г}£Б) 
в Д*( есть образ некоторого вхождения того же слова в R. 

Следовательно, соотнося каждому вхождению слова вида xQ? (т)6А, 
7) G Б) в R его образ, мы тем самым установили взаимно однозначное 
соответствие между вхождениями таких слов в R, с одной стороны, и 
их вхождениями в RÇ — с другой. Поэтому имеет место равенство (1), 
что и требовалось доказать. 

16.2. Если R — слово в A U Б» А, то 

(8) [ Д £ В = [ Д В + [ [ Д Ш -

В самом деле, определим образ вхождения слова вида rtQ^ (с;ÇA, 
т) Ç Б) в R, как в доказательстве предыдущей леммы. Вхождения слов 
этого вида в Л^, являющиеся образами вхождений таких слов в R, 
будем называть вхождениями 1-го рода. Они находятся во взаимно-

6 А. А. Марков 
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однозначном соответствии со вхождениями слов вида т ) ( ) £ ( £ С А , 7)6 Б) 
в Л, и число их поэтому равно [Л в . 

Соотнесем далее каждому вхождению 

(9) S*X*T 

какой-нибудь буквы У. алфавита Б в слово R вхождение 

(10) S*XTZ* 

слова ХТХ, в Л£. Вхождение (10) также будем называть образом вхо
ждения (9). Так как С 6 А, образ всякого вхождения буквы алфавита Б 
в R есть вхождение слова вида r,Ç£(£6A, т)6Б) в RÇ Разные вхожде
ния букв алфавита Б в Л, очевидно, имеют разные образы, т. е. соот
ветствие между этими вхождениями и их образами взаимно однозначно. 
Будем называть вхождениями 2-го рода образы вхождений букв алфа
вита Б в слово R. Число вхождений 2-го рода равно числу вхождений 
букв алфавита Б в Л, т. е. оно равно [ [ Л ш . 

Ни одно вхождение Д-го рода не может быть вхождением 2-го рода, 
так как вхождения 1-го рода имеют непустое правое крыло, а вхожде
ния 2-го рода — пустое правое крыло. 

Всякое вхождение слова вида ?;(?£(£ 6 А, т)6Б) в Л£ является вхо
ждением 1-го или 2-го рода. Действительно, рассмотрим какое-нибудь 
вхождение (4) слова этого вида в Л^. Если V =^=А, то, рассуждая, как 
в доказательстве предыдущей леммы, убеждаемся, что (4) есть образ 
некоторого вхождения того же слова в Л, т. е. вхождение 1-го рода. 
Если же V = A, то (4) является, очевидно, образом вхождения 

U * 7) * Q 
буквы У] алфавита Б в Л, т. е, вхождением 2-го рода. 

Таким образом, вхождения слов вида rÇ£(£6A, У)6Б) делятся на 
два класса без общих элементов — на вхождения 1-го рода и вхожде
ния 2-го рода. При этом вхождений 1-го рода имеется [Л в , а вхожде
ний 2-го рода — [[RBd. Поэтому-число вхождений слов этого вида в Л'( 
равно сумме этих двух чисел, что и выражается равенством (8). 

16 .3 . Если Л — слово в A U Б, Ç6 A U Б, то 

[RKB = [RB + ([[RBdX[[ïAd). * 

В самом деле, [ [£ А а есть число вхождений букв алфавита А в елово 
т. е. 

А А II если I f А 
1 1 4 ~~~ lO если £ 6 Б. 

В силу этого,лемма 16.3 следует из 16.1 и 16 .2 . 
16.4 . Если Р и R — слова в A\J Б, то 

(11) [PRB = [Рв + № Ч- ( [ [ ^ Б ' X [[Л А"). 

* Здесь и в дальнейшем косой крест есть знак умножения. 
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Фиксируем Р и докажем методом правой индукции в алфавите 
A U Б [I. § 3. 8 ] , что всякое слово Л в A U Б удовлетворяет ра
венству (11). 

Пустое слово удовлетворяет ему, так как, очевидно, 

[ А в = 0 , 

Ш А д = о . 

Чтобы доказать лемму, нам, поэтому, надо лишь доказать, что 
соблюдение равенства (11) для какого-нибудь слова R в A U Б влечет 
соблюдение равенства 

[РЯ?=[Рв+[Я:9 + ([1РВд X 1ЖАд) 

для любой буквы Ç алфавита A U Б. 
Итак, допустим, что равенство (11) соблюдается, причем R есть 

слово в A U Б. Пусть также £ € A (J Б. Имеем 

[[RZAd=[[RAllAd [14 (10)] 

(12) = [ [ j R A a + [ [ ç A d [ I e § з . 8 ( 3 ) ] , 

[{PRBd = [[PB[RBÔ [14 (10)] 

(13) =[[PBd+[[RBd [I. § 3 .8 (3)] , 

\PRZ*=[PR* + ([[PRBdX [KA d) [16.3] 

= [Р в + [ д в + ( [ [ Р Б 0 х l[RAd)+(([[PBd+il^Bd)xlKAd) [ (H) , (13)] 

= [ PB + [RB + ({[RBd X [&Ad) + ([[РВд X ([[RAd +[{lAd)) 

= lP*+[R? + {[[PBdXl[Ri:A*) [ 1 6 . 3 , (12)], 
что и требовалось доказать. 

16 .5 . {PQRB = lP* + lQB + [RB-\-([[PBd X [[<?A d> 

+ ({[РБд х [[RAd) + (llQBd X l[RAà) 
для любых слое Р, Q и R е A\J Б. 

В самом деле, имеем 

{PQRB=[PQB+[R* + ([[PQBdX URAà) [16.4] 

= lP*+[QB + ([[PBdX [[<?А*) + [ДВ + 
+ ([[/>Б [<?Б"х [№Ad) [ 1 6 . 4 , 1 4 ( 1 0 ) ] 

= Ь Р В + [ < 2 В + [ Я В + ( [ [ Р Ш Х [[<?A d) + 

+ ( ( [ [ Р Б Ч П С Ш ) X HÄ A d) Р - § 3 .8 (3 )1 
= [ ^ B + [ < ? B + [iîB + ( [ [ ^ X [{QAd) + (l[PBdX [[RAd) 

+ (llQ*dxilRAd). 
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16.6 . Если [Рв=0, то существуют такие слова Q и R в алфави
тах А и Б соответственно у что P=QR. 

Пусть, в самом деле, [Рв=0 для некоторого слова Р в алфавите 
A (J Б. Если в это слово не входят буквы алфавита Б, то Р есть слово 
в А и можно положить Q=P, R = A. Допустим, что в Р входят 
буквы алфавита Б. 

Пусть тогда Q*ri*S — первое вхождение буквы алфавита Б в Р. 
Q есть тогда слово в A, TJ Е Б. Если бы T*£*U было вхождением 
буквы £ алфавита А в б1, то мы имели бы 

и слово 7)Т£, где £ Е А, тз Е Б входило бы в Р вопреки тому, что 
[ Р в = 0 . Следовательно, никакая буква алфавита А не входит в S и 
S есть слово в Б. Остается положить R=riS, чтобы иметь P = QR7 

где Q — слово в A, R — слово в Б. 
16 .7 . Если Q—слово в A, R — слово в Б, то 

Это очевидно из определения проекций. 
16 .8 . Если [Р в = 0, то Р = [РА[РВ. 
Это следует из двух предыдущих лемм. 
16 .9 . Если [Рв=0, то g : Pi .* 
В самом деле, если [Рв = 0, то никакие слова вида у£ (£ Е А, г\ Е Б), 

т. е. никакие левые части формул подстановок алгорифма g не входят 
в Р. Это слово тогда не поддается g. 

16.10. Если [Р в =^=0, то существует такое слово Q, что g : Р )—Q. 
Пусть, в самом деле, Р — слово в A (J Б и [Рв=£0. Тогда в Р вхо

дит слово вида YIRÏ, где \ Е A, vj Е Б. Пусть S*v\R£*T будет вхожде
нием такого слова в Р. В слово r\h\ входит буква алфавита А. Пусть 

— первое вхождение буквы алфавита А в riRç. Тогда Uj^A, 
так как £ 7 ^ ? } . U есть слово в алфавите Б. Следовательно, U имеет 
вид WX, где X Е Б. Имеем поэтому 

Таким образом, в Р входит слово где £ € А, X Е Б, т. е. в Р вхо
дит левая часть одной из формул подстановок алгорифма g. Так как 
все формулы подстановок этого алгорифма простые, алгорифм просто 
переводит Р в некоторое слово Q, что и требовалось доказать. 

P = QnS [L § 4 .2] 

[I. § 4.2] 

[QRA = Q, 

[QRB = R. 

Р = йчЩТ 

= SU£VT 

= SWX^VT. 

[I. § 4 . 2 ] 

[I. § 4 . 2 ] 

* Здесь и в дальнейшем опущены индексы А, Б у 2. £ означает нормальный 
алгорифм, введенный в начале этого пункта. 
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16.11. Если Z:P\—Q, то [ С В = [ Р В _ 1 , [QA = [PA, [QB = [PB. 
В самом деле, пусть S : Р J— Q. Тогда первый шаг применения алго

рифма 2 к слову Р состоит в подстановке правой части £тз одной из 
формул подстановок алгорифма вместо первого вхождения ее левой 
части т)£ (£ € А, т ]6Б) . Пусть R*rfc*S — первое вхождение у£ в Р. 
Тогда 

P = RnlSt 

Q = RrçrlS. 

Принимая, во внимание, что по определению высоты 

№ = 1, 

[&в==0 
и что 

[ lb" = [ [%у?* = [ U?* = [ [у£Вд = 1, 
получаем, согласно 16.5, 

[Р* = [Яв + 1 +[S* + I[ Д в* + ( [[R B d X [lS A â) + [ [£А", 

[<2B = [ S 8 + [[i? B l ) + ([ [RBà X [lS A â) + [ [S A " , 

откуда [С В = [ Р В — 1. 
Принимая далее во внимание, что 

получаем, согласно 14 (10), 

[PA=[RAtlSA = [QA. 

Аналогичным образом убеждаемся, что [PBz=[QB. 
Покажем теперь, что 

(14) Q(P) = [PA[PB 

для всякого слова Р в A U Б. 
Пусть, в самом деле, Р — слово в A U Б- Процесс применения 2 

к Р дает на каждом шаге слово меньшей высоты [16.11]. Процесс 
должен поэтому оборваться, а оборваться он может только на слове 
высоты нуль [16.10]. На таком слове процесс, действительно, есте
ственно оборвется [16.9]. Таким образом, существует такое слово Q 
высоты нуль, что 

(15) 2 : ^ 1 = < ? 1 -

Так как каждый шаг процесса не изменяет проекций слова на 
алфавиты А и Б [16.11], имеем 

(16) [PA=[QA, 

(17) [ Р Б = [С Б . 



86 Глава II. Понятие алгорифма 

Так как [ÇE = 0, имеем 
(18) Q = [QA[QB [16.8]. 

Таким образом, 

ЦР) = С [(15), § 3.6.3] 

= [<?А[<?Б [(18)] 

= [РА[РБ [(16), (17)]. 

Следовательно, Й (Р) — [РА [Рв, что и требовалось доказать. 
Формулируем здесь одно следствие из доказанного, применяемое 

в дальнейшем. 
16.12. Если Q — слово в A, R— слово в Б, то 

(19) Z(RQ) = QB. 

В самом деле, при этих условиях 

IRQA = Q, 

[RQB—R 

и потому (19) следует из (14). 
17. Построим теперь некоторые нормальные алгорифмы в алфавите С, 

применимые к натуральным числам [§ 2 .1] и системам натуральных 
чисел [§ 2 . 2 ] . Отсюда до конца параграфа M, TV, Q, R, S означают 
натуральные числа, представленные как слова в ^алфавите Ч. 

Зададим нормальный алгорифм 2(0 в С схемой 

Этот алгорифм перерабатывает пару натуральных чисел N*M 
в абсолютную величину разности этих чисел, т. е. 

(2) %0(N*M) = \N — M\ 

для любых натуральных чисел N и M. 
В самом деле, ясно, что 

%0:N*M | _ (ЛГ—l)*(Af — 1) 

для любых двух положительных чисел N и М. Поэтому, применяя 5t0 

к паре чисел N*M, где N^M, мы последовательно получим пары 

ЛГ*ЛГ, (N— 1)*(М — 1), (N — 2)*(M — 2)9...9(N — M)*. 

К последней паре уже не применима первая формула схемы (1), а при
менение второй устраняет звездочку и дает число N — М, «к которому 
не применима ни одна из формул схемы. Таким образом, при N^M 

%0:N*M}=(N — M)1 . 
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Аналогичным образом усматривается, что при N<C.M 

%0:N*M]={M — N)l . 

Следовательно, в обоих случаях 

%0:N*M\=:\N — M\l , 

откуда, согласно § 3 . 6 . 3 , вытекает (2). 
В частности, tyi0(N * М) = 0 тогда и только тогда, когда N = M. 
Зададим далее, нормальный алгорифм %г в С схемой 

(3) < Hill 
Покажем, что он перерабатывает всякое натуральное число в оста

ток от деления этого числа на 5. 
В самом дел£, из рассмотрения схемы (3) непосредственно усматри

вается справедливость следующих лемм. 
17 .1 . Six : (7V4-5) j — N. 
17 . 2 . Если Л Г < 5 , то %:Nl. 
Из 17.1 вытекает 
17 . 3 . % 1 : ( R + 5Q)\=R. 
Пусть теперь N — произвольное натуральное число. Представим его 

в виде R-\-5Q, где R — остаток, Q—частное от деления N на 5. Так 
как iV = i? + 5() и i î <С 5, алгорифм 21г в применении к слову N рабо
тает следующим образом: 

%I:N\=RI [ 1 7 . 3 , 1 7 . 2 ] , 
откуда 

%г (N) = R, 

что и требовалось доказать. 
В частности 2t1(iVr) = 0 тогда и только тогда, когда N делится на 5. 
Зададим теперь нормальный алгорифм 512 в С схемой 

<4) 
' чип i* 

Покажем, что он перерабатывает всякое натуральное число N 
Г N 1 * 

в частное от деления N на 5, т. е. в -g- . 
В самом деле, из рассмотрения схемы (4) легко усматривается 

справедливость следующих лемм. 
17 . 4 . 5 l 2 : iV*(M + 5)]— ( 7 V + 1 ) * M . 
1 7 . 5 . Если 0 < i k f < 5 , то 

%:N*M\—N*(M—1). 
17 .6 . « 2 :ЛМ 
17 .7 . %2:N\—*N. 
Из 17 .4 вытекает 
1 7 . 8 . ЗЦ :#*(Д + 5С) |=(7У + <?)*Я. 

Прямоугольные скобки применяются здесь для обозначения целой части. 
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Из 17. 5 вытекает 
17 .9 . Если i ? < 5 , то 

Пусть теперь N — произвольное натуральное число. Представим 
его в виде R-\-5Q, где R—остаток, Q—частное от деления TV на 5. 
Так как N = R-\-5Q и i ? < 5 , алгорифм 212 в применении к слову N 
работает следующим образом: 

2 t 2 : i V | - * ( i ? + 5Ç) [17.7] 
\=Q*R [17.8] 
| = Ç * [17.9] 
] - • < ? [17-6] . 

Таким образом, 2 t 2 : i V J = - Ç , откуда 2t2(7V) = Ç, что и требовалось 
доказать. 

Легко также построить нормальный алгорифм в С, перерабатываю
щий всякое натуральное число N в пару Q*R, где Q — частное от 
деления N на 5, R — остаток от этого деления. Зададим, в самом 
деле, нормальный алгорифм 213 в С схемой 

(5) 

Этот алгорифм работает указанным только что образом, как читатель 
без труда докажет. 

Делитель 5 в трех предыдущих примерах взят только для опре
деленности. Такие же нормальные алгорифмы можно, очевидно, по
строить для деления на любое другое, отличное от нуля натуральное 
число. Для этого надо только заменить пять черточек в левой части 
первой формулы каждой из схем (3)—(5) соответствующим другим 
числом черточек. Если бы мы, однако, попытались построить анало
гичные алгорифмы для деления на нуль, совсем отбрасывая черточки 
в левой части первых формул этих схем, то, как нетрудно видеть, 
мы получили бы алгорифмы, не применимые ни к какому натураль
ному числу, что, разумеется, вполне соответствует сущности дела. 

18. Построим теперь два несколько более сложных нормальных 
алгорифма. Первый из них — алгорифм общего наибольшего делителя — 
будет перерабатывать всякую пару натуральных чисел в общего наи
большего делителя этих чисел; второй — алгорифм умножения — будет 
перерабатывать всякую пару натуральных чисел в произведение этих 
чисел. Оба алгорифма будут алгорифмами над алфавитом С, но не 
в этом алфавите. 

Зададим нормальный алгорифм 5t4 в алфавите { | , *, а, 6, с) схемой 

|* |—>а* 
I * — Ъ 

(1) < *-ч 
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Покажем, что %4 перерабатывает всякую пару чисел N*M в общего 

наибольшего делителя этих чисел. 
Следующие леммы непосредственно получаются из рассмотрения 

схемы (1). 
1 8 . 1 . %:aQNaM*R\— aQ(N— l)a(M-^l)*R ( i V > 0 ) . 
18 .2 . %: aQN*R\— aQ(N — l)a*{R — 1) ( 7 V > 0 , R>0). 
18 .3 . %é:aQN*bR\— aQ(N— l)*bR+1 ( i V > 0 ) . 
18 .4 . 2 ( 4 : a Q * i V i R | — a Q * (TV + 1) e R _ 1 ( i ? > 0 ) . 
1 8 . 5 . %é:cMaQ*N\— cM+1aQ~"*N « ? > 0 ) . 
1 8 . 6 . 5t 4: QcM *N\— (Q + \)cM~l*N ( M > 0 ) . 
18 .7 . 3t 4:*iV|—iV. 
1 8 . 8 . 2 l 4 : iVl . 
Из этих лемм далее вытекают следующие леммы. 
18 .9 . 4é:aQNa*R\=aQ+lN*R [18 .1] . 
18 .10 . \:aQN*R\=aQ+1 (N — 1 )* (Д— 1) ( W > 0 , Д > 0 ) [ 1 8 . 2 , 

18 .9 ] . 
18 .11 . %é:N*R\=aR (N — R)* (ЛГ>Д) [18 .10] . 
18 .12. 5 ^ : ^ * Я | = ^ * ( Д —ЛО (TV<i?) [18.10] . 
18 .13 . %:aQN*\=aQ*bN [18 .3 ] . 
18 .14 . 2 * 4 : й д * 6 * ) = а д * Л Г [18 .4 ] . 
18 .15 . %:aQ*N\=cQ *N [ 18 .5 ] . 
18 .16 . %:cQ*N\=Q*N [ 18 .6 ] . 
18.17. 2 t 4 : i V * Ä ] = J ? * ( ^ — Л) (N^R) [ 18 .11 , 1 8 . 1 3 , 18. 14, 

18 .15 , 18 .16] . 
18 .18. %:N*R\=N*(R — N) (N<R) [18.12, 1 8 . 1 5 , 1 8 . 1 6 ] . 
18 .19 . %:*N]=Ni 1 1 8 . 7 , 1 8 . 8 ] . 
18 .20 . %:N*\=Nl [18.17, 18 .19 ] . 
Условимся теперь говорить о парах натуральных чисел N*R и 

M*Q, что они эквивалентны, если всякий общий делитель чисел N и 
R есть общий делитель чисел M и Ç и наоборот. При N^R пара 
iV*i?, очевидно, эквивалентна паре i?*(iV—Л), а при АГ<^R она 
эквивалентна паре N*(R — TV). Леммы 18.17 и 18.18 показывают 
поэтому, что всякая пара N*R отличных от нуля чисел просто преобра
зуется алгорифмом 214 в такую эквивалентную пару чисел M * Q, что 
M ~Ь (? -\-R. Отсюда следует далее, что всякая пара чисел просто 
преобразуется алгорифмом ?(4 в эквивалентную пару чисел, содержащую 
нуль в качестве одного из элементов, т. е. в пару вида *Q или Q*. 

Для пар этого вида число Q является, очевидно, общим наиболь
шим делителем, т. е. общим делителем, делящимся на всякий общий 
делитель. В силу эквивалентности исходной пары чисел и получаемой 
из нее пары этого вида, Q является также общим наибольшим дели
телем чисел исходной пары. С другой стороны, согласно 1 8 . 1 9 и 
18.20, 214 естественно преобразует всякую пару вида *(? или Ç* в Ç. 
Таким образом. 914 естественно преобразует исходную пару чисел 
в общего наибольшего делителя этих чисел. Следовательно, 2l4 перера-
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батывает всякую пару чисел N*R в общего наибольшего делителя этих 
чисел, что и требовалось доказать. 

Алгорифм 2t5 задается в алфавите { | , *, а, Ь) схемой 

Покажем, что 2t5 перерабатывает всякую пару чисел 1 * Л в про
изведение этих чисел. 

Справедливость следующих лемм непосредственно усматривается 
из схемы (2). 

18 .21. %:M*NbQ\bRP j — M•NbQ"1\bR+1 Р ( Ç > 0 , P —слово в 
{I *, a, &}). 

18.22. %:M*NbQaRbs\— M*NbQ\ba(R— l)bs (R>0). 
18.23. %:M*NbQabR\— M*NbQ+R. 
18.24. %:M*NbQ |— (M — l)*aNbQ ( J l f > 0 ) . 
18.25. %:*NbQ |— *(N — l)bQ ( i V > 0 ) . 
18.26. %:*bQ\— bQ. 
18.27. %5:RbQ\—(R^l)bQ^ «? > 0). 
18.28. 31 5 :Д1 . 
Из них вытекают следующие леммы. 
18.29. M*NbQ\bP\=M*{NAri)bQ+1P (Р— слово в (|, *, 

а, Ь}) [18.21]. 
18.30. %: M *NbQaRbs \=М *(N + 1) bQ+1a(R — l)bs (R>0). 
В самом деле, при i ? > 0 , 

a\->lba 

%:M*NbQaRb8 \—M*NbQ\ba(R — 1 )6 S [18.22] 

[18 .29] . |= M * (JV + 1) a (i? — 1) 6' .s 

18.31 . % :M*NbQaRbs\=M*(N-\-R)bQ+Rab8 [18.30] 
18.32. %s:M*aRbs\=M*RbRabs [18.31] . 
18.33. 9ts : ikf *A6 S | = (ikf — 1) * (Jlf > 0 ) . 
В самом деле, при M > 0 

%: M*Rbs\-(M — i)*aRbi [18.24] 

[18.32] 

[18.23]. 

|= (M — i)*RbRabs 

I—(M — l)*RbR+s 

18.34. %: M*Rbs\=(M — Q)*Rb(QxR)+s (<? < A f ) 
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В самом деле, лемма тривиальна при Q = 0. Допустим, что она 
установлена при Q = N, где N < M, и докажем ее тогда при Q =N + 1. 
Имеем 

% : M * Rbs )= (M — N) * Rb{NxR)+B 

| = (M — iV— 1)* i t t * + ( N x * ) + s [18. 33] 

= ( Л Г - ( Л Г + 1 ) ) . Л 6 ( ( Л Г + 1 ) Х А ) + в , 
откуда следует доказываемое. 

18 .35 . Я 8 : * j ? è s | = * è s [18 .25] . 

18 .36 . %5:b
s\=S [18 .27] . 

18 .37 . 9 ( 5 : A f * i ? l = ( M X R)l. 

В самом деле, 

3t 5:Af • Д ^ л Д е ^ ^ [18.34] 

| = * 6 < * х В ) [18.35] 

j — 6 ( М Х Н ) [18.26] 

J— (Л/ x R)l [ 18 .36 , 1 8 . 2 8 ] . 
В силу 18.37 и § 3 . 6 . 3 , 

что и требовалось доказать. 

§ 5. Принцип нормализации 

1. Приведенные в предыдущем параграфе разнообразные примеры 
нормальных алгорифмов выявляют большую общность понятия нор
мального алгорифма. Мы надеемся, что впечатление общности еще 
усилится у читателя в результате чтения следующей главы. Ввиду 
этого естественно возникает вопрос: в какой мере точное понятие нор
мального алгорифма соответствует более общему, но менее точному 
понятию алгорифма в некотором алфавите [§ 1.4]? 

Этот несколько неопределенно поставленный вопрос должен быть 
уточнен. Какого соответствия можно здесь ожидать? Конечно, алго
рифмы вообще значительно разнообразнее нормальных алгорифмов. 
Естественно, однако, спросить, нельзя ли заменить всякий алгорифм 
в алфавите А нормальным алгорифмом, вполне эквивалентным ему 
относительно А [§ 1.6]. Мы полагаем, что на этот вопрос следует 
ответить утвердительно, и формулируем следующий п р и н ц и п н о р м а 
л и з а ц и и а л г о р и ф м о в . 

Всякий алгорифм в алфавите А вполне эквивалентен относительно 
А некоторому нормальному алгорифму над А. 

Условимся говорить об алгорифме в алфавите А, что он нормали
зуем, если он вполне эквивалентен относительно А некоторому нор
мальному алгорифму над А. Принцип нормализации можно тогда 
формулировать следующим образом. 

Всякий алгорифм нормализуем. 
2. Формулированный сейчас принцип нормализации требует пояс

нений. 
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Прежде всего это не есть математическая теорема, подлежащая 
доказательству. Такого характера принцип нормализации не имеет 
уже потому, что одно из понятий, о которых идет речь в этом прин
ципе— общее понятие алгорифма, — не является точным математическим 
понятием. Принцип именно и выражает уточнение этого понятия 
в понятии нормального алгорифма. 

3. Содержание принципа, однако, не ограничивается простым уточ
нением понятия алгорифма. Принцип утверждает также пригодность 
этого уточнения. Хотя общее понятие алгорифма и не является доста
точно четким, тем не менее это — сложившееся и употребляемое поня
тие. Обычно не вызывает затруднений решение вопроса о том, считать ли 
алгорифмом такое-то конкретное предписание. Принцип утверждает, 
что всякий раз, когда такого рода вопрос будет решаться положи
тельно — «да, это есть алгорифм в данном алфавите», — будет возможно 
нормализовать предписание, т. е. заменить его эквивалентным относи
тельно этого алфавита нормальным алгорифмом. Формулируя принцип 
нормализации, мы тем самым делаем большой ряд предсказаний о норма
лизуемое™ алгорифмов, построение которых осуществится в будущем. 

В этом отношении принцип нормализации подобен физическому 
закону. Всякий физический закон тоже ведь является основанием для 
огромного ряда предсказаний о будущих явлениях. Например, закон 
сохранения энергии предсказывает сохранение общего количества энер
гии во всякой замкнутой физической системе. В отрицательной форме 
он утверждает невозможность изобретения perpetuum mobile — физи
ческой системы, неограниченно производящей работу без притока 
энергии извне. Аналогично этому, принцип нормализации предсказы
вает нормализуемость всякого алгорифма, который будет изобретен, 
и, значит, невозможность изобретения ненормализуемого алгорифма. 

4. На чем же может быть основана уверенность в справедливости 
принципа нормализации алгорифмов, т. е. в правильности тех пред
сказаний, которые делаются на его основании? В основном на том же 
самом, на чем основана наша уверенность в правильности известных 
нам физических законов, — на опыте. 

А опыт, подтверждающий принцип нормализации, огромен. Ведь 
математикой люди занимаются довольно долго — не менее 4000 лет. За 
это время было придумано немало различных алгорифмов. И среди 
них не известно ни одного ненормализуемого. Как-никак, а это веский 
довод в пользу принципа нормализации. Не менее веский, чем, ска
жем, опытное подтверждение закона сохранения энергии. 

5. Другим важным доводом в пользу принципа нормализации 
является следующий. 

Известно много способов сочетания алгорифмов — построения новых 
алгорифмов по нескольким заданным. Все эти способы дают нормали
зуемые алгорифмы, если исходные алгорифмы были нормализуемы. 
В отношении важнейших способов сочетания этот факт будет установлен 
в следующей главе. Он показывает, что для построения ненормализуе
мого алгорифма, — если такое построение вопреки принципу нормали
зации все-таки возможно,'—необходимо привлечение каких-то совсем 
новых конструктивных средств, таких, какие и не представляются 
современному математику. 

В настоящее время нет, однако, никаких признаков, позволяющих 
ожидать изобретения таких средств. А, как известно, в истории не 
бывает скачков, не подготовленных предшествующим развитием. 
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6. Следует, далее, принять во внимание, что, как отмечалось во 
Введении, многие современные математики пришли к уточнению поня
тия алгорифма различными путями. Все эти уточнения оказались по 
существу равносильными друг другу [ 2 2 » 3 2 ] . Как показал В . К. Дет-
ловс! 1 ], наше понятие нормального алгорифма также равносильно 
каждому из этих уточнений. 

Равносильность различных уточнений понятия алгорифма, полу
ченных разными авторами, шедшими разными путями, также говорит 
о естественности этих уточнений, о том, что они соответствуют самой 
природе вещей. 

7. Наконец, в качестве еще одного довода в пользу принципа нор
мализации автор позволит себе сослаться на свой личный опыт. Все 
конкретные алгорифмы, которые ему приходилось испытывать в этом 
отношении, ему удавалось нормализовать. Автор поэтому считает воз
можным сделать противникам принципа нормализации следующий 
вызов: «Укажите ненормализуемый алгорифм!». 

8. Принимая, однако, во внимание, что читатель может не разде
лять уверенности автора в правильности принципа нормализации, 
автор отнюдь не собирается навязывать читателю этот принцип. По
этому в дальнейшем всякие применения принципа нормализации будут 
делаться явно. 

9. В нашей формулировке принципа нормализации фигурировало 
понятие подной эквивалентности алгорифмов. Естественно спросить, 
что получится, если заменить это понятие в формулировке принципа 
понятием эквивалентности. На первый взгляд может показаться, что 
получился некоторый новый принцип, утверждающий нечто меньшее, 
чем принцип нормализации, а именно: 

«Всякий алгорифм в алфавите А эквивалентен относительно А не
которому нормальному алгорифму над А». 

Мы увидим, однако, скоро [III. § 3 . 6 ] , что этот «ослабленный» прин
цип нормализации в действительности является лишь другой форму
лировкой того же самого принципа. Принцип нормализации мы имеем 
один. 



Глава III 

ПОСТРОЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ АЛГОРИФМОВ 

В этой главе указывается ряд конструкций, позволяющих строить 
новые нормальные алгорифмы, исходя из данных. Наличие таких кон
струкций показывает, что естественные способы сочетания алгорифмов — 
такие, как последовательное применение двух алгорифмов, повторное 
применение одного алгорифма вплоть до получения результата, извест
ным образом «удовлетворяющего» другому алгорифму, и т. п., — ведут 
от нормализуемых алгорифмов к нормализуемым же алгорифмам. 

1. Пусть 2t — алгорифм в алфавите А, Б — расширение этого алфа
вита. Условимся говорить об алгорифме 23 в алфавите Б, что он есть 
распространение алгорифма 2t на алфавит Б, если 

т. е. если 23 вполне эквивалентен 21 относительно А [П. § 1.7]. 
Ясно, что алгорифм в алфавите А может вообще иметь несколько 

распространений на алфавит Б, так как условие (1) не налагает ника
ких ограничений на работу алгорифма 23 над словами в Б, не являю
щимися словами в А. Мы рассмотрим сейчас два специальных вида 
распространений нормальных алгорифмов. 

2. Пусть 21 — нормальный алгорифм в алфавите А, Б — расширение 
этого алфавита. Зададим нормальный алгорифм 23 в Б, взяв в каче
стве его схемы схему алгорифма 21, что, конечно, допустимо, так как 
всякое слово в А есть вместе с тем слово в Б. 

Тогда, как мы скоро увидим, имеет место условное равенство 
(1) 23(AR)~2t(P)i? (Р — слово в A, i? —слово в Б \ А), 
из которого в частности (при R — A) следует 1 (1). 

Фиксируем прежде всего слово Р в А и слово Л в Б \ А и усло
вимся называть образом вхождения 

§ 1. Распространения алгорифма 

(i) %(Р)~%(Р) (Р — слово в А), 

(2) S*T*U 

в слово Р вхождение 

(3) S*T*UR. 
Докажем некоторые леммы. 
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2 . 1 . Образ всякого вхождения слова Т в Р есть вхождение Т в PR. 
В самом деле, если (2) — вхождение в слово Р, то 

(4) STU = P [L § 4 . 2 ] , 

STUR = PR [(4)], 

откуда следует, что (3), т. е. образ вхождения (2), есть вхождение 
в слово PR [I. § 4 . 2 ] . 

2. 2. Всякое вхождение непустого слова Т в алфавите А в слово PR 
есть образ некоторого вхождения Т в Р. 

В самом деле, пусть Т — непустое слово в алфавите A, S*T*V — 
его вхождение в PR. Тогда 

(5) STV = PR [I. § 4 . 2 ] . 

Так как Т=^А, Т можно представить в виде Wç, где £ — буква 
алфавита А [I. § 3 . 8 . 3 ] . Имеем 

(6) T = WZ, 

SWW = PR [(5), (6)]. 

Таким образом, £V и R суть концы одного и того же слова. Поэтому R 
оканчивается словом £7 или V — словом R [I. § 3 . 1 0 , 1 0 ] . Первое 
невозможно, так как буква £ алфавита А не входит в слово R в Б \ А . 
Следовательно, V оканчивается словом R, т. е. существует такое 
слово U, что 

(7) V — UR. 

Имеем теперь 

(8) STUR = PR [(5), (7)] , 

STU = P [(8), I. § 3 . 9 . 4 ] , 

S*T*V = S*T*UR [(7)]. 

Следовательно, (2) есть вхождение Т в Р, а рассматриваемое вхо
ждение S*T*V есть его образ. Этим лемма доказана. 

2 . 3 . Если V и W — вхождения одного и того же слова в Р, то 
образ V тогда и только тогда предшествует образу W, когда V пред
шествует W. 

Согласно определению предшествования [I. § 4 . 3 ] , это непосред
ственно следует из совпадения левых крыльев вхождений в Р с левыми 
крыльями образов этих вхождений. 

2. 4 . Если Т входит в Р, то образ первого вхождения Т в Р есть 
первое вхождение Т в PR. 

В самом деле, пусть V — первое вхождение Т в Р, W — образ V. 
Если Г = А, то 7 = **Р [I. § 4 . 3 . 8 ] , откуда W = **PR. Следова
тельно, в этом случае W есть первое вхождение Т в PR [I. § 4 . 3 . 8 ) . 
Пусть теперь Т^А. 

Рассмотрим какое-нибудь отличное от W вхождение слова Т 
в PR. Согласно 2. 2, оно есть образ некоторого вхождения \ \ слова Т 
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в P. V^j^V, так как W^j^W. Так как V есть первое вхождение Т 
в Р, V предшествует Vv Поэтому W предшествует Wl [ 2 .3 ] . Следова
тельно, W предшествует всякому отличному от него вхождению слова Т 
в PR, т. е. является первым вхождением Т в PR, что и требовалось 
доказать. 

2 . 5 . Слово Т в алфавите А тогда и только тогда входит в Ру 

когда оно входит в PR. 
Это верно при Г = Л, так как Л входит и в Р и в PR] при Г=^=Л 

это непосредственно следует из лемм 2. 1, 2 . 2 и I . § 4. 2. 1. 
2 . 6 . Если V — вхождение слова Т в Р, Q—результат подстановки 

слова W вместо V, то QR есть результат подстановки слова W вместо 
образа V. 

В самом деле, пусть 

(9) V = S*T*U. 

Тогда 

(Ю) Q=SWU [(9), I . § 4 . 5 ] , 

(И) QR = SWUR [(10)]. 

Таким образом, QR есть результат подстановки W вместо S*T*UR 
[(11), I. § 4 . 5 ] , т. е. вместо образа V L(9)J, что и требовалось дока
зать. 

2. 7. Если 91 : Р |— Q, то 23 : PR |— QR. 
В самом деле, пусть 21 : Р |—Q. Пусть тогда F — первая формула 

из схемы 21 с левой частью, входящей в Р. Левые части формул, 
предшествующих F в схеме 21, не входят в Р, а, значит, и в PR, 
так как они являются словами в А [2 .5 ] . Левая же часть F входит 
в PR, так как она входит в Р. Ввиду совпадения схем алгорифмов 
21 и 58, F является, таким образом, первой формулой из схемы 23 
с левой частью, входящей в PR. 

Пусть V — первое вхождение левой части F в Р. Тогда образ V 
есть первое вхождение левой части F в PR [2. 4 ] . Алгорифм 23 в при
менении к слову PR предписывает поэтому подставить правую часть 
формулы F вместо образа V. Но результатом подстановки правой 
части F вместо V является слово Q, так как 21 : Р |—Q. Следовательно, 
результатом подстановки правой части F вместо образа V является 
QR [2 .6] . 

При этом формула F простая, так как 21 : Р |—Q. Следовательно, 
33:Р/? |—QR, что и требовалось доказать. 

2. 8. Если 21 : Р |— • Q, то ®:PR\—-QR. 
Это доказывается совершенно аналогично предыдущему. 
2.9. Если 2t : Р 1 , то 23 : PRl . 
Это легко доказывается с помощью 2. 5. 
До сих пор слова Р и R были у нас закреплены, что имело суще

ственное значение при определении образа вхождения. В доказанных 
леммах 2 .7—2.9 понятие образа вхождения, однако, не фигурирует. 
Эти леммы применимы поэтому к любым словам Р, Q, R, таким, что Р 
есть слово в A, a i ? — в Б \ А . В дальнейшем они и будут применяться 
таким образом. 

В леммах 2 .10—2.18 мы также предполагаем, что Р есть слово 
в A, R — в Б \ А. 
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2 . 1 0 . Если 23 : PR |—S, то существует такое слово Q в А, что 
S = QR и %;P\—Q. 

В самом деле, пусть 23: P i ? ]—S . Имеет место одно из трех: или 
существует такое слово Ç, что 21 : Р |— Q, или существует такое слово Qy 

что 21 : Р I Q, или 21 : Р 1 (И. § 3. 6 . 1 J . Во втором случае мы имеем, 
однако, 23 : Pi? |— - QR [ 2 .8 ] , в третьем — 23 : PR 1 [ 2 . 9 ] . Так как 
ни то,, ни другое не совместимо с предположением, что 23 : PR |—S 
[II. § 3 . 6 . 1 ] , эти случаи отпадают. Таким образом, существует такое 
слово Q, что 21: Р I—Q. Q есть слово в А, так как 21 — нормальный 
алгорифм в А. Так как 21 : Р | — и м е е м 23 : PR |— QR [ 2 . 7 ] . А так как, 
по предположению, 23 : PR )— S, имеем S = QR [II, § 3. 6 . 1 ] , что 
и оставалось доказать. 

Аналогичным образом доказываются следующие две леммы. 
2 . 1 1 . Если 23 : PR |—• S, то существует такое слово Q в А, что 

S = QR и 2 t : P | — -Q. 
2 .12 . Если 23 : PR 1 , то 2t : Р 1 . 
2 .13 . Если % : Р |= • Q, то 23 : PR)= • QR. 
Это легко доказывается с помощью 2 .7 и 2 . 8 . 
2 .14 . Есло %:P\=Qi , то %:PR\=QRi . 
Это легко доказывается с помощью 2 .7 и 2 . 9 . 
2 .15 . Если 23 : PR |= • S, то алгорифм 21 применим к Р. 
В самом деле, пусть 23 : PR ]== • S. Тогда существует такой ряд 

слов S0,...,SH ( т г>0 ) , что 

(12) 93 : S 0 j - ^ 1 - . . . \-Sn^ 1 - . S„ 

<13) S0 = PR. 

Покажем индукцией по £, что каждое из слов S{ (0 <^ i ^ п) имеет 
вид Q{R, где Qi—слово в А. Для S0 это верно, согласно (13), так как 
Р — слово в А. При этом Q0z=P. Допустим, что 

для некоторого / меньшего или равного п. Согласно (12), имеем тогда 

если / <С я, и 

если j — n. В первом случае существует такое слово Qâ- в А, что 
Sj = QjR и 2t:Ç,-_ 1 |—Qj [2 .10] ; во втором случае существует такое 
слово Q, в А, что S^QjR и 21 : ] Qj [2 .11] . Мы доказали, 
таким образом, наше утверждение о виде слов S.. Вместе с тем мы 
получили такой ряд слов Ç 0 , что 

К - - • ! -<?»- ! ! - •<?» . 
причем Ç 0 = P . Следовательно, алгорифм 21 применим к Р , что и требо
валось доказать. 

Аналогичным образом доказывается следующая лемма. 
2 .16 . Если 2? : PR]= Si , то алгорифм 21 применим к Р. 
2 .17 . Если алгорифм 21 применим к Р, то 

23 (РЯ) = 2t (P)i?. 
7 А. А. Марков 
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Допустим, в самом деле, что алгорифм 9t применим к Р, и пусть 

(14) %(P) = Q. 

Тогда 3 t : / > | = . Q или %:P\=Ql [II. § 3 . 6 . 3 ] . В первом случае 
33 : PR |= • QR [2 .13] , во втором — 33 : PR\=QRl [2.14]. В обоих 
случаях 

$(PR) = QR [П. § 3 . 6 . 3 ] 

= %(P)R, [(14)], 

что и требовалось доказать. 
2 .18 . Если алгорифм 23 применим к PR, то алгорифм 21 применим 

к Р. 
В самом деле, если алгорифм 33 применим к PR, то существует 

такое слово S, что 23 : PR )== • S или 23 : PR }== Si . В обоих случаях 
алгорифм 21 применим к Р [2 .15, 2 . 1 6 ] , что и требовалось доказать. 

Из лемм 2.17 и 2 .18 непосредственно следует интересующий нас 
результат, а именно условное равенство (1). 

Из него вытекает условное равенство 1(1) . Этим доказано, что 23 
есть распространение % на Б. 

3. Распространение нормального алгорифма 21 на алфавит Б, полу
чаемое, как только что указано, мы будем называть естественным 
распространением этого алгорифма на алфавит Б. 

Предыдущее мы резюмируем следующим образом. 
3 . 1 . Естественное распространение нормального алгорифма есть 

нормальный алгорифм. 
3.2 . Схема естественного распространения нормального алгорифма 

совпадает со схемой этого алгорифма. 
3 .3 . Каковы бы ни были нормальный алгорифм 2t в алфавите А 

и расширение Б этого алфавита, существует одно и только одно 
естественное распространение алгорифма 21 на алфавит Б. 

3 .4 . Если 23 — естественное распространение на алфавит Б нор
мального алгорифма 21 в алфавите А, то имеет место условное равен
ство 2 (1) . 

4. Пусть 21 — нормальный алгорифм в алфавите А. Если Б — 
собственное расширение этого алфавита, то естественное распростране
ние алгорифма 21 на алфавит Б может оказаться применимым, как 
алгорифм, не только к словам в алфавите А. Оно будет, например, 
применимо и ко всякому слову в Б \ А , если схема алгорифма 21 не 
содержит формул подстановок с пустой левой частью. 

В самом деле, в этом случае левые части всех формул подстановок 
алгорифма 21 суть непустые слова в алфавите А и, как таковые, 
не входят в слово в алфавите Б \ А . В силу совпадения схем алго
рифма 91 и его естественного распространения 23 на алфавит Б, это 
означает, что никакое слово в Б \ А не поддается этому алгорифму 23, 
т. е. что 

23: Р 7 

для любого слова Р в Б \ А . Отсюда следует, однако, что 

23(Р) = Р 

для всякого такого слова Р [П. § 3 . 6 . 1 0 , П. § 3 . 6 . 3 ] . 
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В некоторых случаях оказывается желательным так построить нор
мальный алгорифм в алфавите Б, чтобы он был распространением 
алгорифма 2t на этот алфавит и чтобы вместе с тем он был применим 
только к словам в алфавите А (и, значит, к тем и только тем словам, 
к которым применим 2t). Это достигается следующим образом. 

Присоединим к схеме алгорифма 2( сверху всевозможные формулы 
вида 

(i) 
где Ç — произвольная буква алфавита Б \ А . Зададим нормальный 
алгорифм К в В схемой, получаемой таким образом. Тогда, как нетрудно 
видеть, G также есть распространение 2t на Б. 

В самом деле, присоединение формул вида (1), очевидно, никак 
не отразится на первом шаге применения алгорифма к слову в алфа
вите А, так как левые части этих формул не входят в такое слово. 
Следовательно, будут иметь место следующие леммы. 

4 . 1 . Если 2 t :P |— <?, то G : Р |— Q* 
4 . 2 . Если 2 t : P ) — • <?, то G : Р |— • Q. 
4. 3. Если 2t : Pi , где Р — слово в А, то G : Р 1 . 
На их основе с помощью леммы II. § 3 . 6 . 1 легко доказываются 

следующие леммы. 
4 . 4 . Если Р.—слово в А и S : Р J—(?, то 21 : Р j — Q и Q есть 

слово в А. 
4 . 5 . Если Р — слово в А и G : Р | Ç, то 2t : Р |— • Q и Q есть 

слово в А. 
4. 6. Если Р — слово в А и G : Pi , то 2t: Р 1 . 
Далее доказываются следующие леммы. 
4 . 7 . Если 2 t :P 
4 . 8 . Если 2 t :P 

= •<?, то G : P | = - Ç [ 4 . 1 , 4 . 2 ] . 
= , то G : Р ) = < ? "I [ 4 . 1 , 4 . 3 ] . 

4 . 9 . Если 21(Р) = <?, mo G(P) = <? [4 .7 , 4 . 8 , II. § 3 . 6 . 3 ] . 
4 .10 . Если алгорифм 2t применим к слову Р , то алгорифм G также 

применим к Р и 2t(P) = G(P) [ 4 . 9 ] . 
4 . 1 1 . Яо/ш Р — слою в А к G : P | = . Ç , то 2t : Р ) = • Ç [4 .4 , 4 . 5 ] . 
4 .12 . Ясли Р —слово в Au G : P | = Ç i , то 2 t : P ) = < ? 1 [4 .4 , 4 . 6 ] . 
4 .13 . Ясли Р —слово в А и <S,(P) = Q, то %(P) = Q [4 .11 , 4 . 1 2 , 

II. § 3 . 6 . 3 ] . 
4 .14 . Если алгорифм G применим к слову Р в алфавите А, то 

алгорифм 2t также применим к Р и 2t(P) = G(P) [4. 13]. 
Из лемм 4 .10 и 4 .14 вытекает условное равенство 

(2) 2t (Р) ~ G (Р) (Р — слово в А), 

означающее, что G есть распространение 21 на Б. 
Попробуем, с другой стороны, применить алгорифм G к какому-

нибудь слову Р в алфавите Б, не являющемуся словом в алфавите А, 
т. е. содержащему вхождения букв алфавита Б \ А . В Р входит 
по крайней мере одна из левых частей формул (1), стоящих в верху 
схемы алгорифма G. Пусть 

(3) 7) -> 7) 
первая из тех формул (1), левые части которых входят в Р. Тогда (3) 
будет, очевидно, и первой формулой подстановки алгорифма G, при-

7* 



100 Глава III. Построение нормальных алгорифмов 

менимой к Р. Алгорифм S в применении к слову Р предписывает 
подставить правую часть этой формулы вместо первого вхождения ее левой 
части в Р, что, разумеется, дает опять Р. Так как примененная фор
мула простая, имеем 

Е :Р\—Р, 
откуда следует невозможность окончания процесса применения алго
рифма а к слову Р. Следовательно, этот алгорифм не применим к Р. 

Мы видим, таким образом, что алгорифм S применим лишь к сло
вам в алфавите А и, значит, к тем и только тем словам, к которым 
применим алгорифм 2t. В условном равенстве (2) можно поэтому отбро
сить дополнительное условие: Р — слово в А. В самом деле, если Р 
не есть слово в А, то ни символ 2t(P), ни символ 6 (Р) не имеют 
смысла. 

5. Распространение нормального алгорифма 21 на алфавит Б, полу
чаемое, как только что было описано, мы будем называть формальным 
распространением этого алгорифма на Б. 

Следующие утверждения резюмируют предыдущее. 
5 . 1 . Всякое формальное распространение нормального алгорифма 

есть нормальный алгорифм. 
5 .2 . Схема всякого формального распространения нормального алго

рифма 2t получается из схемы этого алгорифма путем присоединения 
сверху формул подстановок вида 4 (1) , где £ пробегает буквы алфавита 
формального распространения, не принадлежащие алфавиту алгорифма 2t. 

5 . 3 . Каковы бы ни были нормальный алгорифм 21 в алфавите А и 
расширение Б этого алфавита, существует формальное распростране
ние алгорифма 21 на алфавит Б. 

5 .4 . Для всякого формального распространения £ нормального алго
рифма 2t имеет место условное равенство 2t (Р) (Р). 

Формальное распространение нормального алгорифма 2t на данное 
расширение алфавита этого алгорифма вообще не единственно, поскольку 
взаимное расположение присоединяемых формул (1) может быть любым. 
Это, однако, не имеет существенного значения, так как, согласно 5 .4 , 
имеем 

5 .5 . Всякие два формальных распространения нормального алгорифма % 
на одно и то же расширение алфавита этого алгорифма вполне эквива
ленты относительно их общего алфавита. 

Это можно также выразить, сказав, что формальное распростране
ние данного нормального алгорифма на данное расширение его алфа
вита единственно с точностью до полной эквивалентности относительно 
этого расширения. 

§ 2. Замыкание алгорифма 

1. Будем говорить о нормальном алгорифме, что он замкнут, если 
его схема содержит формулу с пустой левой частью. 

1.1. Если нормальный алгорифм 21 в алфавите А замкнут, то всякое 
слово в А поддается алгорифму 2t. 

В самом деле, схема замкнутого алгорифма содержит формулу 
с пустой левой частью, выражающую подстановку, применимую ко вся
кому слову в алфавите алгорифма. 

1.2. Если нормальный алгорифм 2t замкнут, то невозможен есте
ственный обрыв процесса применения алгорифма 2t. 
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Это следует из предыдущей леммы. 
1.3. Если нормальный алгорифм 2t замкнут, то %(P) — Q тогда 

и только тогда, когда 21 : Р ]= • Q. 
В самом деле, если нормальный алгорифм 2t замкнут, то, согласно 

1.2, 51 не может естественно преобразовывать Р в Q. Согласно I I . § 3 . 6 . 3 , 
отсюда следует 1.3. 

2 . Пусть 51 — нормальный алгорифм в алфавите А. Нормальный 
алгорифм в А со схемой 

будем называть замыканием алгорифма 51. 
Здесь и в дальнейшем мы применяем следующую символику: символ 

нормального алгорифма (в данном случае 51), написанный после фигур
ной скобки, означает схему этого алгорифма, написанную без своей 
фигурной скобки. 

Схема замыкания алгорифма 51 получается, таким образом, из схемы 21 
путем присоединения формулы 

снизу. 
2 . 1 . Замыкание всякого нормального алгорифма замкнуто. 
Это очевидно из определений. 
Замыкание нормального алгорифма 2t мы будем обозначать через 21'. 
Из сравнения схем алгорифма 21 и его замыкания легко усматри

вается справедливость следующих лемм. 
2 . 2 . Если %:P\—Q, то %' : Р \— Q. 
2 . 3 . Если 21 :Р \— . Q, то 2Г : Р \— • Q. 
2. 4. Если 21 : Р 1 , то %' : Р \ Р. 
Из них вытекают следующие леммы. 
2 . 5 . Если %':Р\— Q, то %:P\—Q [2 .2 , 2 . 3 , 2 . 4 , II . § 3 . 6 . 1 J . 
2 . 6. Если 21* : Р ]— • Q, то либо 21 : Р I— • Q, либо 21 : Р 1 и P — Q. 

[2 .2 , 2 . 3 , 2 . 4 , II. § 3 . 6 . 1 ] . 
2 . 7 . Если 2 ( : P | = . Ç , то 21* : Р \= • Q [2 .2 , 2 . 3 ] . 
2 . 8 . Если 3 i : P | = Ç 1 , то 2Г :P\=-Q [ 2 .2 , 2 . 4 ] . 
2 . 9 . Если 2Г : Р | = . С , то 2t : Р \= . Q или 2 t : P | = ( ? l [ 2 . 5 , 2 . 6 ] . 
2 .10 . Если 9 1 ( / > ) = г то W(P) = Q [2 .7 , 2 . 8 , II. § 3 . 6 . 3 ] . 
2 . 1 1 . Если 2Г(Р) = С, то = £ [ 2 . 9 , 1.3, 2 . 1 , II . § 3 . 6 . 3 | . 
2 .12 . %(Р)~%-(Р) [2 .10 , 2 . 1 1 ] . 
Мы доказали, таким образом, следующую теорему. 
2. 13. Всякий нормальный алгорифм вполне эквивалентен своему замы

канию относительно своего алфавита. 
В силу теорем 2 .13 и 2 . 1 , рассмотрение произвольных алгориф

мов сводится по существу к рассмотрению замкнутых алгорифмов, что 
во многих случаях оказывается удобным ввиду теоремы 1.3. 

§ 3. Композиция алгорифмов 
1. Два алгорифма часто приходится сочетать следующим образом. 

Предписывается, исходя из произвольных начальных данных, сначала 
применить первый алгорифм, а затем к результату его работы — второй. 
Это предписание составляет новый алгорифм — «композицию» двух 
данных алгорифмов. 
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Естественно спросить, является ли композиция нормализуемых 
алгорифмов, также нормализуемым алгорифмом? Мы, как легко убе
диться, могли бы дать утвердительный ответ на этот вопрос, если бы 
нам удалось доказать следуюпхую теорему. 

1.1. Т е о р е м а к о м п о з и ц и и . Каковы бы ни были нормальные 
алгорифмы 2t гг 23, может быть построен такой нормальный алгорифм 6 
над объединением их алфавитов, что 

где А означает это объединение алфавитов. 
Доказательство этой теоремы и составляет главное содержание 

настоящего параграфа. 
2. Мы начнем с того частного случая теоремы композиции, когда 

оба данных алгорифма 2t и S суть нормальные алгорифмы, в одном 
и том же алфавите А. Будем доказывать следующую теорему. 

2 . 1 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы % и 23 в алфавите А, 
может быть построен нормальный алгорифм G над А, удовлетворяю
щий условию 1(1). 

Пусть, в самом деле, 21 и 23 — нормальные алгорифмы в алфавите А. 
Сопоставим каждой букве £ этого алфавита новую букву, причем раз
ным буквам алфавита А — разные новые буквы. Букву, сопоставленную 
букве Ç, будем называть двойником этой буквы и обозначать символом 
Двойники букв алфавита А составляют алфавит двойников А, содержа
щий столько же букв, сколько А, и не имеющий с А общих букв. 

Пусть, далее, а и ß означают две дальнейшие новые буквы, отлич
ные друг от друга, от букв алфавита А и их двойников. 

Составим алфавит Б = А (J A (J {а, ß}. Построим систему формул 21* 
путем замены в схеме алгорифма 2t" всех точек буквами а. Построим 
систему формул 23« путем замены в схеме алгорифма 23' всех букв алфа
вита А их двойниками, всех точек — буквами ß с последующей заменой 
всех формул вида 

с теми же В. 
Зададим нормальный алгорифм G в алфавите Б сокращенно запи

санной схемой 

(i) 6 {Р) ~ 35 {% (Р)) (Р — слово в А), 

(3) 

Ç a - a Ç ( S € A ) 

a £ - 4 ß € A ) 

А) 
& - * t ë ( S € А) 
K - t ë t ë € A ) 

+ » € А ) 

5Г 



§ S. Композиция алгорифмов 103 

Покажем, что он удовлетворяет условию 1 (1). 
Для этого заметим прежде всего, что между схемой алгорифма 51" 

и системой формул 5Г имеется естественное взаимно-однозначное соот
ветствие, при котором формула системы 5Г\ соответствующая данной 
формуле F схемы 5t", получается из F тем же путем, каким вся система 
31* получается из схемы 51* — заменой точек буквами а. Принимая 
во внимание, что простые формулы вовсе не содержат точек, а заклю
чительные — ровно по одному вхождению точки — между стрелкой 
и правой частью,—убеждаемся в справедливости следующих утвер
ждений. 

2 . 2 . Все формулы системы ЗГ* — простые. 
2 . 3 . Всякая формула системы ЗГ, соответствующая простой формуле 

схемы 51", совпадает с этой формулой. 
2 . 4 . Левая часть всякой формулы системы 5ta совпадает с левой 

частью соответствующей формулы схемы 51". 
2 . 5 . Правая часть всякой формулы системы 5Г, соответствующей 

заключительной формуле F схемы 51", получается из правой части фор
мулы F приписыванием слева буквы х. 

Учитывая, что схема алгорифма 51' содержит формулу «->•» , полу
чаем 

2 . 6 . Система ЗГ содержит формулу с пустой левой частью. 
Принимая, далее, во внимание схему (3) алгорифма 6 , заключаем 

отсюда о справедливости следующего утверждения. 
2 .7 . Алгорифм G замкнут. 
Условимся, далее, называть двойником слова Р в алфавите А слово, 

получаемое из Р заменой каждой буквы ее двойником. Двойника 
слова Р будем обозначать символом 

Это есть слово в алфавите А. Очевидно, что 

<4) [ А - = Л , 

<5) [PQ- = [P-[Q-

для любых слов Р и Q в А. 
Очевидна также следующая лемма. 
2.8. Всякое слово в алфавите А есть двойник одного и только одного 

слова в А. 
Заметим теперь, что между схемой алгорифма 25" и системой фор

мул 2?« также имеется естественное взаимно-однозначное соответствие. 
Формула системы 23«\ соответствующая данной формуле F схемы 23', 
получается из F заменой точек буквами (3, букв алфавита А их двой
никами и, наконец, — если при этом получается формула вида ( 1 ) , — 
заменой ее формулой (2). Принимая во внимание, что правые и левые 
части формул схемы 23' суть слова в алфавите А, убеждаемся в спра
ведливости следующих утверждений. 

2 . 9 . Все формулы системы 23£ — простые. 
2 .10 . Левая часть всякой формулы системы 23« есть двойник левой 

части соответствующей формулы схемы 23" или равна ос. Послед-
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нее имеет место тогда и только тогда, когда левая часть соответ
ствующей формулы схемы 23* пуста. 

2.11. Правая часть всякой формулы системы 2Ва, соответствующей 
простой формуле F схемы 23*, есть двойник правой части формулы F, 
или получается из этого двойника приписыванием слева ос. Последнее 
имеет место тогда и только тогда, когда левая часть формулы F 
пуста. 

2.12 . Правая часть всякой формулы системы 23а, соответствующей 
заключительной формуле F схемы 23', получается и a двойника правой 
части формулы F приписыванием слева слова ß или слова aß. Второе 
имеет место тогда и только тогда, когда левая часть формулы F пуста. 

Имеем далее следующую лемму. 
2 .13 . Левая часть всякой формулы системы 23а содержит букву 

алфавита A U ос. 
Это непосредственно следует из 2.10. 
Мы выясним теперь, что в применении к какому-нибудь слову Р 

в алфавите А алгорифм G работает следующим образом. 
1-й этап. G работает «за алгорифм 21». Выполняются последова

тельно все преобразования, требуемые алгорифмом 21. При этом при
меняются формулы системы 2Г. Этап заканчивается, если алгорифм 21 
применим к Р, причем, однако, в результате имеем не 2t(P), а слово, 
получаемое из 21 (Р) посредством вставки буквы а, «выскакивающей» 
на последнем шаге 1-го этапа. 

2-й этап. Буква a «бежит» влево к началу слова. Применяются 
формулы, представляемые 1-й строкой схемы (3). В результате полу
чается a2t(P). 

3-й этап. Буква ос «переводит» соседнюю с ней первую букву 
слова 21 (Р) в двойник этой буквы. Применяется одна из формул, 
представляемых 2-й строкой схемы (3). (Этап отпадает, если 21 (Р) — А). 

4-й этап. Слева направо распространяется процесс замены букв 
алфавита А их двойниками. Применяются формулы, представляемые 
3-й строкой схемы (3). В результате получается слово a[2t(P)~""7 

(Этап отпадает, если [2t (Р) 0 <^ 1). 
5-й этап. G работает «за алгорифм 33», но в алфавите двойников А 

и с буквой а, приставленной к преобразуемому слову слева. Приме
няются формулы системы 23«. Этап заканчивается, если алгорифм 23 
применим к слову 21 (Р), причем в результате имеем слово, получае
мое из [23(2t(P))~ путем вставки буквы ß и присоединения слева 
буквы а. 

6-й этап. Буква ß «бежит» влево до буквы а. Применяются фор
мулы, представляемые 4-й строкой схемы (3). В результате полу
чается aß [23 (2t (Р))- . 

7-й этап. Буква ß «переводит» соседнюю с ней первую букву слова 
[2?(2t(P))~ в первую букву слова 23(21(Р)). Применяется одна из фор
мул, представляемых 5-й строкой схемы (3). (Этап отпадает, если 
23(2t(P)) = A). 

8-й этап. Слева направо распространяется процесс замены двой
ников букв алфавита А самими этими буквами. Применяются фор
мулы, представляемые 6-й строкой схемы (3). В результате получается 
слово aß23(2l(P)). (Этап отпадает, если [23 (2t ( Р ) ) а < 1). 

9-й и последний этап, aß исчезает. Применяется 7-я строка схемы (3), 
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являющаяся заключительной формулой. Весь процесс на этом закан
чивается, и его результатом является слово 23(5t(P)). 

Из этого описания работы алгорифма S видно, в чем состоит смысл 
введения двойников букв алфавита А. Они понадобились для того, 
чтобы, переведя схему алгорифма 23 в алфавит двойников, получить, 
возможность так объединить схемы обоих данных алгорифмов, чтобы 
они при этом не мешали друг другу. Последующие леммы составляют 
точное математическое оформление сделанного только что наглядного-
описания процесса применения алгорифма (£. 

2.14. Если W:P\—Q, то (£:/>)—<?. 
Пусть, в самом деле, 51* : Р |—Q. Тогда Р — слово в А, так как 

31" — алгорифм в А. Поэтому левые части формул подстановок алго
рифма G, представляемых первыми семью строками схемы (3), не вхо
дят в Р, так как каждая из них содержит букву алфавита A (J { а } . 
Не входят в Р, и левые части формул системы 23«, также содержащие-
буквы этого алфавита [2.13]. 

Ниже в схеме (3) стоят формулы системы ЗГ, идущие в том же 
порядке, что соответствующие формулы схемы алгорифма 31". Рас
смотрим формулу F схемы 31", применяемую на первом шаге работы, 
алгорифма 31* над словом Р. Эта формула простая, так как 31" : Р |—Q-
Согласно 2.3, F встречается и в системе ЭГ как формула, соответ
ствующая самой себе. Выше нее в схеме алгорифма 51* стоят формулы, 
левые части которых не входят в Р. Согласно 2.4, отсюда следует, 
что и в системе 5Г левые части формул, стоящих выше F, не входят 
в Р. Принимая во внимание, что левая часть формулы F входит в Р, 
тогда как левые части формул подстановок алгорифма S, представ
ленных первыми восемью строками схемы (3), как было показано, 
не входят в Pj заключаем, что F есть первая формула подстановки 
алгорифма G с левой частью, входящей в Р. Алгорифм 6 в приме
нении к слову Р предписывает поэтому подставить правую часть фор
мулы F вместо первого вхождения ее левой части в Р, т. е. он пред
писывает то же самое, что алгорифм 51*. Следовательно, ß : Р \—Ç, 
что и требовалось доказать. 

2.15. Если 51' : Р | Q, то существуют такие слова R и S, что* 

Пусть, в самом деле, 21" : Р | Q. Как в доказательстве предыдущей 
леммы, мы убеждаемся тогда, что Р есть слово в А и что левые части-
формул подстановок алгорифма G, представленных первыми восемью* 
строками схемы (3) не входят в Р. 

Рассмотрим формулу F схемы алгорифма 21", применяемую на пер
вом шаге работы алгорифма 21' над словом Р. Эта формула заключи
тельная, так как 2t' : Р | Ç. Она, следовательно, имеет вид 

где А и В — слова в А. 
Пусть G означает соответствующую формулу системы 2Г. Согласно* 

определению соответствующей формулы, G есть формула 

(6) 

(7) 

Q=RS, 

<£:P\—RzS. 

А^-В, 
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Как в доказательстве предыдущей леммы, убеждаемся, что G есть 
первая формула подстановки алгорифма £ с левой частью, входящей 
в Р. 

Пусть 

<Щ R*A*T 

— первое вхождение А в Р. Алгорифм S в применении к Р предпи
сывает подставить правую часть формулы G, т. е. осВ вместо этого 
вхождения. Так как G — простая формула, имеем, следовательно, 

g :Р\— ROLBT. 

С другой стороны, алгорифм 91" в применении к Р предписывает 
лодставить вместо вхождения (8) правую часть формулы F, т. е. В. 
Так как 5t* : Р |— Q, имеем поэтому 

Q=RBT. 

Полагая S = B T , будем, следовательно, иметь (6) и (7), что ж тре
бовалось доказать. 

2 .16 . Если R и S— слова в А, то S : ROLS | = CCRS. 
Это следует из леммы И. § 4 . 6 . 2 . 
2 . 1 7 . Если %':Р |—•<? , то е : Р | = о с С / 
В самом деле, пусть 5t* : Р | Q. Тогда существуют слова R и S } 

удовлетворяющие условиям (6) и (7) [2 .15] . Q есть слово в А, так 
как 5Г — алгорифм в А и 5t* : Р | Q. Поэтому, согласно (6), R и S 
также суть слова в А и применима лемма 2 . 16. Имеем, таким образом, 

<£ :Р\— ROLS [(7)] 

\=OLRS [2.16] 

= «<? [(б)]. 
Следовательно, S : P j = a Ç , что и требовалось доказать. 
2.18. Если 51" : Р]= <?, то <£:P\=Q. 
Это следует из леммы 2.14. 
2.Д9. Если 2Г : ^ | = - С , то <$,:P\=ocQ. 
В самом деле, пусть 5 Г : , Р | = . < 2 . Тогда, согласно И. § 3 . 6 . 2 , 

^существует такое слово R , что 

(9) 5 Г : / > | = Д , 

(10) 2 Г : Д | — • < ? . 
Имеем поэтому 

G :P\ = R [ (9) , 2.18] 

1=*<? [(Ю), 2 . 1 7 ] . 
Таким образом, S : P | = a Ç . что и требовалось доказать. 
2 .20 . Если Р и Q — такие слова в алфавите А, что 6 ; Р \—Q, то 

5 l * : P ^ Ç . 
В самом деле, .пусть Р и Q — слова в А и пусть 
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В силу замкнутости алгорифма 21* [§ 2 . 2 . 1] , Р поддается ему 
[ § 2 . 1 . 1 ] , и потому существует такое слово Т, что 21" :Р\—Т или 
%':Р\ Т [II. § 3 . 6 . 1 ] . Во втором случае имелись бы, однако, 
слова R и S такие, что 

(12) G : P J — ROLS [2 .15 ] . 

Мы имели бы тогда Q = R K S [ ( И ) , (12), II. § 3 . 6 . 1 ] , что невоз
можно, так как Q — слово в А. Таким образом, 

(13) Î T . P f - T 7 , 

(Щ &:Р\—Т [(13), 2 . 1 4 ] , 

(15) T = Q [(11), (14), II. § 3 . 6 . 1 ] , 

K:P\-Q [(13), (15)], 

что и требовалось доказать. 
2 . 2 1 . Если Р — слово в A, mo S просто переводит Р в некоторое 

слово. 
В самом деле, пусть Р — слово в А. Рассуждая, как в доказа

тельстве предыдущей леммы, убеждаемся в существовании такого 
слова Т, что 2t* : Р |—Т или 2Г : Р |— • Т. В обоих случаях G просто 
переводит Р в некоторое слово [2 .14 , 2 . 1 5 ] . 

2 .22 . Если алгорифм G применим к слову Р в А, то алгорифм 21* 
также применим к Р. 

В самом деле, пусть алгорифм G применим к слову Р и пусть 
£(/>) = £/. Тогда, в силу замкнутости алгорифма G [ 2 . 7 ] , имеем 
G : Р \ = . U [§ 2 . 1 . 3 ] . Поэтому, согласно II . § 3 .6 , имеется ряд слов 
Ли • • • > Р* ( я > 0 ) такой, что 

(16) Р0=Р, 

рп=и, 

(17) е.-Л-_1|-Л-(0<*'О)> 
(18) в Л. 

не есть слово в А [(18), 2 . 2 1 , II. § 3 . 6 . 1 ] . Таким образом, 
среди чисел 0, 1, . . . , п—1 имеются числа i такие, что Pi не есть 
слово в А. Пусть / является наименьшим из этих чисел. Тогда / > 0 , 
так как Р0 есть слово в А [(16)]. Р4 есть слово в А при 0 < L £ < / , 
тогда как Pj не есть слово в А. Поэтому 

(19) ^ :Л - -1 ) -Л ( 0 < * < / ) [(17), 2 . 2 0 ] . 
С другой стороны, алгорифм 21* не может просто переводить слово 

Р/_1 ни в какое слово. Действительно, если бы имелось такое слово 71, 
что 

(20) 2Г : Р / в 1 (— Г, 

то Т было бы словом в А и мы имели бы 

в г Р у ^ Ь - * * [(20), 2.14] 
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вопреки тому, что G : Р ^ J—Р у [(17)], где Р у не есть слово в А 
[II. § 3 . 6 . 1 ] . В силу замкнутости алгорифма 21*, отсюда следует, что* 
2Г заключительно переводит Ру_х в некоторое слово Т [§ 2 . 1 . 1 ] : 

(21) %':Р.^\—.Т. 

В силу (16), (19) и (21) алгорифм 2t* применим к Р, что и требова
лось доказать. 

Условимся теперь в следующей терминологии. Если i?, Т, S — 
слова в А и Т =^=А, то образом вхождения 

R*T*S 

в алфавите А будем называть вхождение 

в алфавите AU { а } . Кроме того, образом вхождения 

в алфавите А будем называть вхождение 

* а * [S~~ 
в алфавите A (J {сс}. Тем самым, образ определен для вхождений 
в алфавите А с непустой основой, а также для первых вхождений 
пустого слова в слова в этом алфавите. 

2 .23. Образ вхождения в слово Р есть вхождение в слово OL\P~. 
2.24. Образ вхождения непустого слова Т есть вхождение слова [Т~. 
Это непосредственно следует из определения образа. 
2 .25 . Если Р — слово в алфавите А, то всякое вхождение двойника' 

непустого слова Т в алфавите А в слово OL [Р~~ есть образ некоторого 
вхождения слова Т в слово Р. 

В самом деле, пусть Р — слово в А. 
(22) U*[T~*W 

— вхождение двойника непустого слова Т в алфавите А в слово 
сс[Р~ Тогда 

(23) U [T~~W = OL [ Р - [I. § 4.2] „ 

откуда следует, что непустое слово U [Т~~ начинается буквой а . Так 
как [Т~ — слово в алфавите А, не содержащее букву а , этой буквой 
начинается U. Таким образом, существует такое слово X , что 

(24) U^ocX. 

Имеем теперь 

(25) aX{T-W = K[P- [(23), (24)] , 

(26) X[T-W=[P- [(25), I. § 3 . 9 . 3 ] . 
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Так как [Р~~— слово в А, X и W также суть слова в А [(26)]. 
Поэтому существуют такие слова R и S в А, что 

<27) X = [ i T \ 

№) W=[S~. 

Следовательно, 
U*{T-*W=*[B~*[T-*[S- [(24), (27), (28)], 

-а это означает, что рассматриваемое вхождение (22) есть образ вхо
ждения R*T*S непустого слова Т. 

Наконец, 

<29) [R-[T-[S- = [P- [(26), (27), (28)] , 

<30) [RTS-=[P- [(29), (5)] , 

RTS = P [(30), 2 . 8 ] , 

т. е. R*T*S есть вхождение в Р. Таким образом, рассматриваемое 
вхождение есть образ некоторого вхождения Т в Р, что и оставалось 
доказать. 

2.26. Непустое слово Т в алфавите А тогда и только тогда входит 
<в слово Р в этом алфавите, когда его двойник входит в слово ос [-Р". 

В самом деле, если Т входит в Р, то существует вхождение Т 
в Р [I. § 4 . 2 . 1 ] . Так как Г ^ А , образом этого вхождения является 
некоторое вхождение [Т~~ в ос [Р~~ [2 .23 , 2 .24 ] . Следовательно, двой
ник Т входит в ос[Р~ [I. § 4 . 2 . 1 ] . 

Обратно, если [Г~ входит в сс [Р*", то существует вхождение 
[Т~ в ос [Р~ [I. § 4 . 2 . 1 ] . Согласно 2.25, это вхождение есть образ 
некоторого вхождения Т в Р. Следовательно, Т входит в Р [I. § 4. 2. 1], 
что и требовалось доказать. 

2.27. Если Р — слово в алфавите А и вхождение К непустого слова Т 
€ Р предшествует вхождению L слова Т в Р, то образ К предше
ствует образу L. 

В самом деле, пусть R и U означают соответственно левые крылья 
вхождений К и L. Если К предшествует L, то R есть собственное 
начало U [I. § 4 . 3 ] . Поэтому существует такое непустое слово X , 
что 

<31) U = RX. 

Имеем 
y.[U- = z[R-[X- [(31), (5)] , 

где [Х~=т«^А. Следовательно, a [R~~ есть собственное начало ce [U~. 
Но, по определению образа, ос [R~~ и a [U~ суть соответственно левые 
крылья образов вхождений К и L. Следовательно, образ К пред
шествует образу L [I. § 4 . 3 ] , что и требовалось'доказать. 

2 .28 . Если непустое слово Т входит в слово Р в алфавите А, то 
образом первого вхождения Т в Р является первое вхождение в а [ Р — . 

В самом деле, пусть К — первое вхождение Т в Р. Тогда образ 
К есть вхождение \Т~ в а [Р" [2.23, 2.24]. Рассмотрим теперь произ-
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вольное, отличное от образа К, вхождение M слова [Г~~ в слово 
ос [Р~~. M есть образ некоторого вхождения L слова Т в слово Р [2 .25] . 
L=£K, так как образ L отличен от образа К. Так как К — первое 
вхождение Т в Р, К предшествует L. Поэтому образ К предшествует 
образу L [2 .27] , т. е. М. Таким образом, образ К предшествует вся
кому отличному от него вхождению [Т~~ в а [Р"~, т. е. является пер
вым вхождением в ос [Р~, что и требовалось доказать. 

2 .29 . Пусть F — формула подстановки алгорифма 23", G— соот
ветствующая формула системы 23Ü, Р — слово в А. Левая часть F 
тогда и только тогда входит в Р, когда левая часть G входит 
в ос [Р~ 

В самом деле, если левая часть F есть непустое слово, то левая 
часть G есть двойник этого слова [2 .10] , и утверждение леммы выте
кает из 2.26. Если же левая часть F есть пустое слово, то левая 
часть G есть слово а [2.10]. Утверждение леммы верно и в этом слу
чае, так как А входит в Р, а ос— в ос [Р~. 

2 .30 . Если в условиях предыдущей леммы левая часть F входит 
в Р, то первое вхождение левой части G в си [Р~~ есть образ первого-
вхождения левой части F в Р. 

В самом деле, пусть соблюдены условия предыдущей леммы и пусть, 
левая часть F входит в Р. Если левая часть F — непустое слово, то 
левая часть G есть двойник этого слова и утверждение леммы выте
кает из 2 .28. Если же левая часть F — пустое слово, то левая 
часть G есть слово ос [2.10] . Первым вхождением левой части F в Р 
является вхождение * *Р, а первым (и единственным) вхождением, 
левой части G в ос [Р~ — вхождение *ос*[Р~. Так как *ос*[Р~~ есть, 
согласно определению, образ **Р, лемма доказана. 

Докажем теперь некоторые леммы, связывающие работу алго
рифма 6 с работой алгорифма 23*. 

2 .31 . Если 2 3 * : Р | — <?, то G : а [ Р - | — а[С" . 
В самом деле, пусть 23' : Р |—Q- Тогда Р есть слово в А, так как-

23' — алгорифм в А. Среди формул подстановок алгорифма 23' имеются 
формулы с левой частью, входящей в Р. Пусть F — первая из них.. 
Она простая, так как 23' : Р |—Q. Пусть А и В означают соответ
ственно левую и правую части формулы F . Пусть R*A*S—первое-
вхождение А в Р. 

Так как алгорифм 23' в применении к Р предписывает подставить В 
вместо R*4*S и 23* : Р |—Q, имеем 

(32) Q=RBS [I. § 4 . 5 ] . 

Пусть далее G — формула системы 23а, соответствующая F. Ее 
левая часть входит в сс [Р~~, так как левая часть i 7 входит в Р [2 .29] . 
С другой стороны, левые частя формул системы 23«, стоящих выше 
не входят в а [Р~, так как эти формулы соответствуют формулам 
схемы 23*, стоящим выше F, а левые части последних не входят в Р 
[2.29] . Таким образом, G есть первая формула системы 23ÜS с левой 
частью, входящей в а [Р~. 

Левые части формул, представленных первыми семью строками 
схемы (3), также не входят в слово а[Р"~, так как каждая из этих 
левых частей содержит букву алфавита A IJ {ß}, не входящую в ос [Р"~. 
Следовательно, G есть первая формула подстановки алгорифма 6 
с левой частью, входящей в а [Р~. В применении к этому слову алго-
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рифм G предписывает поэтому подставить правую часть формулы G 
вместо первого вхождения ее левой части. Это вхождение есть образ 
первого вхождения левой части F в Р [ 2 .30 ] , т. е. вхождения 
R*A*S. Таким образом, алгорифм G в применении к слову а [Р 
предписывает подставить правую часть G вместо образа вхождения 
R*A*S. В дальнейшем будем различать два случая: А^=А и А = А . 

а. А =^=А. В этом случае образом R*A*S является вхождение 
сс [Д"~* [А~* а правой частью формулы G является двойник пра
вой части формулы F [2 .11] , т. е. слово [J9"~. Принимая во внима
ние, что формула G простая [2 .9 [ , имеем, следовательно, 

G : а [/>- I—а [Д~ [В" [S~ [I. § 4 . 5] 

= QL[RBS- [(5)] 

= * [ < ? - [(32)] . . 
б. А —А. В этом случае 

(33) Л = Л, 

так как R*4.*S — первое вхождение А в Р [I. § 4 . 3 . 8 ] . Образом 
вхождения R*A*S является поэтому вхождение *a.*[S~, а правой 
частью формулы G является слово а [В~ [2.11]. Принимая во внима
ние, что формула G простая [ 2 . 9 ] , имеем, следовательно, 

х{Р-\—а. [В- IS-

= а [BS-

= а [RBS-

[I. § .4 .5 ] , 

[(5)]. 

[(33)] 

[(32)] . 

Таким образом, в обоих случаях G:a[-P~]—QL[Q~~, Ч Т О И требо
валось доказать. 

2 . 3 2 . Если 23* : Р ) — т о существуют такие слова R и Т, что* 

Q—RT, 

G : а I— а[Д-р[1Г-\ 

В самом деле, пусть 23' : Р | Ç. Как в доказательстве предыду
щей леммы, убеждаемся, что Р есть слово в А. Рассмотрим опять 
первую среди формул подстановок алгорифма 23*, имеющих левые 
части, входящие в Р . Пусть F означает эту формулу. На этот раз F — 
заключительная формула, так как 23* : Р ] Ç. Пусть А и В озна
чают соответственно ее левую и правую части. Пусть R*A*S — 
первое вхождение А в Р . Как в доказательстве предыдущей леммы, 
имеем (32). 

Пусть G — формула системы 23?, соответствующая F. Как в дока
зательстве предыдущей леммы, убеждаемся, что в применении к слову 
ос [Р~ алгорифм G предписывает подставить правую часть формулы 
G вместо • образа вхождения R*A*S. Опять различаем два случая: 
А=£А и Az=A. 
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а. А^А. В этом случае образом R*A*S является вхождение 
a [R~~ * [A"* [S~, а правой частью формулы G— слово ß [В" [2.12]. 
Принимая во внимание, что формула G простая [2.9], имеем, следо
вательно, 

G : а [ Р - | — a [ ü - ß [ J B - [ S " 

= oc [ f i - ß [5^~ 1(5)]. 

б. А=А. В этом случае имеем равенство (33), так как R * A * S —^ 
лервое вхождение А в Р [I. § 4 . 3 . 8 ] . Образом вхождения R*A*S 
является поэтому вхождение *ос*[6"~, a правой частью формулы G — 
•слово ocß[B~ [2 .12] . Принимая во внимание, что формула G обыч
ная [2.9], имеем, следовательно, 

G : а [Р~ I—aß [В" [S~ [I. § 4 .5 ] 

= ocß[ßS- [(5)] 

= OL[R-$[BS- [(33), (4) ] . 

Таким образом, в обоих случаях 

<34) G : сс IP' |— сс [Д-ß 

Согласно (32) и (34), имеем Q — R T , G : a [ Р " |— a [ Л " ß [ У , где Г = B S , 
•что и доказывает лемму. 

2 .33 . Если R и S — слова в А, то 

G :a[Ä""ß[*y" | = a ß [ÄS". 

В самом деле, левые части формул подстановок, представленных 
•строками схемы (3), стоящими выше строки 

(35) ($6А) , 

^содержат буквы алфавита А, не входящие в слово a [i?~ß [S~. 
Строка же (35), очевидно, может быть переписана в виде 

V3ß->ßv) (TQ€Â). 
Так как a и [«S1*" суть слова в алфавите Б \ {ß}, а , [Ä~ — слово в А, при
менима лемма II. § 4 . 6 . 2 , согласно которой 

G : a [ i r ß [ i S - ) = a ß [ R " [ S ~ 
= a ß [ A S - [(5)], 

что и требовалось доказать. 
2 .34 . Если &:P\—.QT то G : a J = a ß 
Доказательство опирается на леммы 2 .32 и 2 .33 . Оно проводится 

аналогично доказательству леммы 2 .17 . 
2.35. Если & :P\=Q, то G : a [i>- | = a [Ç~ 
Это следует из лемым 2.31. 
2 .36 . ЕслиЪ' :P\=-Q, то G : ос [-Р"~ )=ccß [Q"* 
Доказательство опирается на леммы 2.35, 2 .34 и II. J 3 . 6 . 2 . Оно 

проводится аналогично доказательству леммы 2 . 1 9 . 
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Следующие три леммы касаются одного алгорифма G. 
2 .37 . Если Q — слово в А, то (£ : OLQ | = О С 
В самом деле, при Ç = A лемма верна [(4)]. Пусть теперь 

где ^—буквы алфавита А. Положим 

(36) Çi = a?i . (О < Î < Л:). 

Очевидно, что левые части формул подстановок, представленных 
первой строкой схемы (3), не входят ни в одно из слов Q{> Что 
касается левых частей формул, представленных второй строкой этой 
схемы, то они также не входят ни в одно из слов Qi{0<^i ^к). 
В слово же <?0, равное . . . £Л, входит одна и только одна из этих 
левых частей, а именно а £ г Она имеет единственное вхождение в это 
слово, а именно * * £ 2 . . . Алгорифм (S в применении к Q 0 пред
писывает поэтому подставить правую часть а£7 соответствующей фор
мулы подстановки а ^ - ^ а ^ вместо этого вхождения, что дает слово 
а ^ , . . . т . е. Qj [(36)]. Так как примененная формула простая, 
имеем 

(37) 6 : <?ol—Сг-
В каждое из слов (1 < j ' ^к) входит одна и только одна из левых 

частей формул, представленных третьей строкой схемы (3) , а именно 
1& [(36)]. Она имеет единственное вхождение в это слово, а именно 

aÉj. . . £ t . _ 2 * £ M . . . £jfc. Алгорифм 6 в применении к Ç M пред
писывает подставить правую часть соответствующей формулы 
подстановки ^ £ | W вместо этого вхождения, что дает слово 
(?* [(36)]. Так как примененная формула простая, имеем 

(38) ( К » " < * ) . 

В силу (37) и (38) 

и, так как 
Go = aÇ. = [(36), I . § 3 . 6 ( 4 ) ] , 

имеем 
S : CLQ | = a [(?", 

что и требовалось доказать. 
2 .38 . Если Ç—с л о в о в А, то S : a ß [Ç~~ |— aßC. 
Доказательство аналогично доказательству леммы 2 . 3 7 . 
2 .39 . .Беж Ç — слово в А, то (5 : aß Ç |— • Ç . 
В самом деле, левые части формул подстановок, представленных 

первыми шестью строками схемы (3), не входят тогда в aßC: слова 
вида ça не входят туда, так как a не входит в ßC; слова вида 

А) не входят туда, так как ß i g А и a не входит в ßC; слова 
видов In, £ß, ß£, Çrj ( Ç , 7)ÇA) не входят в aß(), так как туда не входят 
буквы алфавита А. Левая часть следующей формулы подстановки 
(39) aß -> . 

8 А. А. Марков 
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входит, однако, в ocßC, и *aß* (? есть ее первое (и единственное) 
вхождение в ctßC. Алгорифм (£ в применении к aßC предписывает 
поэтому подставить вместо этого вхождения правую часть формулы (39) , 
т. е. пустое слово. Так как формула (39) заключительная, 
S : aß(? )— Q, что и требовалось доказать. 

(Заметим между прочим, что (39) есть единственная заключитель
ная формула алгорифма S ) . 

2 .40 . Если %>':Р )=•<?, то £ : хР\= - Q. 
В самом деле, тогда Р и Q — слова в А, так как 2 3 ' — алгорифм 

в А. Поэтому 

a :QLP\=OL[P- [2 .37] 

|=aß[<?~ [2 .36] 

]=aß<? [2 .38] 

! - • < ? [2 .39] 
и, следовательно, Q,:OLP\=*Q, ЧТО И требовалось доказать. 

2 . 4 1 . Если Р и Q — такие слова в алфавите А, что £ : a [Р"" |— ос [ (?~ , 
т 0 S3* : / > ) _ ( > . 

Пусть, в самом деле, 
(40) в : * [ / > - | - a [ Ç - f 

где Р и Ç—слова в А. Так как алгорифм 2 3 ' замкнут [§ 2 . 2 . 1J, 
слово Р поддается ему [§ 2 . 1 . 1 ] . Поэтому существует такое слово Л, 
что имеет место одно из двух 
(41) %:P\—R 

или 
23« : р j _ . д . 

Если бы имело место второе, то, согласно 2-32, существовали бы 
такие слова S и Т, что 
(42) в : а [ Р - | — а [ £ - р [ Г - , 
и мы имели бы 

(43) a « 2 - = a [ S - ß [ r - [(40), (42), H. § 3. 6 . 1 ] , 

« ? - = ( S - ß [ r - [(43), I. § 3 . 9 . 3 ] , 
что невозможно, так как ß не входит в [Q~. 

Следовательно, имеет место (41) и 

(44) <£ : a [Р~ |— a [Д~ [(41), 2 . 3 1 ] , 

(45) а [ С - = а [ Д - [(40), (44) , II. § 3 . 6 . 1 ] , 

(46) [Q-=[R- [(45), I. § 3 . 9 . 3 ] , 

(47) Q = R [(46), 2 . 8 ] , 

» ' : Р | - < ? [(41), (47) ] , 
что и требовалось доказать. 
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2.42 . Если Р— слово в алфавите А, то 6 просто переводит а[Р~~" 
в некоторое слово. 

В самом деле, пусть Р — слово в А. Тогда, в силу замкнутости 
нормального алгорифма 2 3 ' в алфавите А [§ 2 . 2 . 1 ] , этот алгорифм* 
переводит или заключительно переводит Р в некоторое слово [§ 2 . 1 . 1 ] . 
Согласно леммам 2.31 и 2 .32 , как в первом, так и во втором случае S 
просто переводит ос [Р" в некоторое слово, что и требовалось доказать, 

2 .43 . Если слово Р в А таково, что алгорифм 6 применим к ос [Р~~9 

то алгорифм 23* применим к Р. 
В самом деле, пусть Р — такое слово в А, что алгорифм (£ приме

ним к ос [Р~~, и пусть S(a[i ) *") = Ç. Тогда, в силу замкнутости алго
рифма 6 [2 .7] , имеем (È : ce [Р | = * Ç [§ 2 . 1 . 3 ] . Поэтому, согласно 
II. § 3 .6 , имеется ряд слов Р0, РЛ, ... , 0) такой, что 

(48) Р0 = а [Р-, 

P«=Q, 
(49) (Е:Р^\-Р( (0 < * < « ) , 

(50) S r i V ^ I - . i V 

Рп__2 не есть слово вида ос [ВТ, где В—слово в А [ 2 . 4 2 , (50) , 
II. § 3 . 6 . 1 ] . Таким образом, среди чисел 0, 1 , . . . , п—1 имеются 
числа i такие, что Pi не имеет вида ос [i?~~\ где R — слово в А. Пусть к 
является наименьшим из этих чисел. Тогда / с > 0 , так как Р0 имеет 
этот вид [(48)]. Р. есть слово вида ос [R~~ при 0 тогда как РК 

не имеет этого вида. Таким образом, существуют такие слова i? e в А 
( 0 < î < * ) , что 

(51) Pi = oL[ier (0 < * < * ) , 

причем 

(52) R0=P [ (48 ) ] . 

Имеем 

(53) € : ос [RTL, | - а [ Д Г (0 < * < *) [ (49) , (51)] , 

(54) 25' : |— R{ (0 < i < А) [(53), 2 . 4 1 ] . 

С другой стороны, алгорифм 23' не может просто переводить слово 

ни в какое слово. Действительно, если бы имелось такое слово S , что 

(55) 2 3 ' ] — S , 

то S было бы словом в А и мы имели бы 

(56) G r o c I Ä ^ I — ос [ .Г [(55) , 2 . 3 1 ] , 

(57) С [(56) , (51)) , 

Р , = ос [ 5 - [(49), (57) , II . § 3 . 6 . 1 ] , 
что, однако, невозможно, согласно определению к. 
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Принимая во внимание замкнутость алгорифма 23*, заключаем отсюда, 
что 23' заключительно переводит в некоторое слово S [§ 2 . 1 . 1 ] : 

(58) 2 3 ' : i ? ^ 1 J - . S . 

В силу (52), (54) и (58), алгорифм 23' применим к Р , что и требо
валось доказать. 

2 .44. Если слово Р в алфавите А таково, что алгорифм 6 применим 
к OLP, то алгорифм 23' применим к Р . 

В самом деле, тогда алгорифм 6 применим к а [Р~~ [2 .37 , 
II. § 3 . 7 . 8 ] , откуда следует, что алгорифм 23* применим к Р [ 2 . 4 3 ] . 

2 . 4 5 . Если имеет смысл выражение S3 (21 (£>)), то алгорифм 6" приме
ним к слову Р и 

g (Р) = 25 (Я (/>)). 

В самом деле, тогда алгорифм 21 применим к слову Р , а алгорифм 
23— к слову Щ Р ) . Положим 

(59) 

(60) 58 (21 (/>)) = # . 

Имеем 

(ei) 53«?) = Д [(59), (60) ] , 

(62) W ( P ) = Q [(59), § 2 . 2 . 1 0 ] , 

(63) f b ' ( Q ) = B [(61), § 2 . 2 . 1 0 ] , 

(64) W : P \ = - Q [(62), § 2.2'. 1, § 2 . 1 . 3 ] , 

(65) [(63), § 2 . 2 . 1 , § 2 . 1 . 3 ] , 

& : P \ = a Q [(64), 2 . 1 9 ] 

Следовательно, 
|=.Д [(65), 2 . 4 0 ] . 

(66) (S : P | = . R 

<E(P) = R [(66), II. § 3 . 6 . 3 ] 

= 2 3 ( В Д ) 1(60)], 
что и требовалось доказать. 

Для завершения доказательства теоремы нам остается теперь дока
зать, что выражение 23(21(£)) имеет смысл для слова Р в алфавите А, 
коль скоро имеет смысл К (Р), т. е. коль скоро алгорифм (£ применим 
к слову Р . 

2 .46 . Если алгорифм (£ применим к слову Р в алфавите А, то имеет 
смысл выражение 23(210?)). 

В самом деле, тогда алгорифм 21* применим к Р [2 .22] . Положим 
(67) 4C(P) = Q . 
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Тогда Q есть слово в А, так как 21" — алгорифм в А. Имеем далее 

(68) W:P\=-Q [(67), § 2 . 2 . 1 , § 2 . 1 . 3 ] , 

(69) <&:P\=OLQ [ (68) , 2 . 1 9 ] . 
Так как, согласно предположению, алгорифм S применим к Р , он при
меним и к OLQ [(69), II. § 3 . 7 . 8 ] . Отсюда следует, что алгорифм 23* 
применим к слову Q [2. 44] . Положим 

(70) »"(Ç) = A 

Тогда 

(71) ЩР) = С [ (67) , § 2 . 2 . 1 1 ] , 
(72) »(С) = Л [(70), § 2 . 2 1 1 ] , 

»(И(Р)) = Д [(71), (72)] . 
Следовательно, 23(2t(P)) имеет смысл, что и требовалось доказать. 
Доказательство последней леммы завершает доказательство тео

ремы 2 .1 . 
3. Докажем теперь теорему композиции в общей форме. 
Пусть 21 и 23 — произвольные нормальные алгорифмы. Пусть Б и В 

означают соответственно их алфавиты и пусть 

(1) A = B U B . 

А является расширением каждого из алфавитов Б и В. Поэтому суще
ствуют формальные распространения алгорифмов 51 и 23 на алфавит А 
[§ 1 .5 .3 ] . Пусть © означает формальное распространение 2t на А, 
£—формальное распространение 23 на А. ф и £ суть нормальные 
алгорифмы в А [§ 1 .5 .1] . К ним применима доказанная теорема 2 . 1 , 
согласно которой может быть построен такой нормальный алгорифм £ 
над А, что 

(2) £ (Р) ~ £ (Ф (Р)) (Р — слово в А). 
Покажем, что так построенный нормальный алгорифм £ над А удовле
творяет условию 1(1). 

В самом деле, так как ф и ® суть соответственно формальные рас
пространения нормальных алгорифмов 21 и 23, имеем, согласно § 1 . 5 . 4 , 

(3) 

(4) » ( < ? ) - £ « ? ) . 

Следовательно, для слов Р в А 

6 ( Р ) ~ 33 (£>(/>)) [ (2) , (4)] 

= 8 [ ( 3 ) 1 , 
и, таким образом, условие 1 (1) выполнено, что и требовалось доказать. 

4. Проведенное только что [2, 3] построение дает для любых двух 
данных нормальных алгорифмов 21 и 25 нормальный алгорифм £ над 
объединением А их алфавитов, удовлетворяющий условию 1 (1) . Един
ственный и, очевидно, несущественный элемент произвола в этом по
строении — это «новые» буквы, т. е. буквы, принадлежащие алфавиту 
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алгорифма (£, но не принадлежащие А. Эти буквы, т. е. буквы, играю
щие роль а, ß и двойников, могут быть выбраны произвольно, лишь бы 
они были отличны друг от друга и не принадлежали алфавиту А, 
Роль же их в построенном алгорифме 6 вполне определяется схемой 
2(3 ) , где только роль 2t и 23 играют формальные распространения © 
и 6 этих алгорифмов. 

Нормальный алгорифм 6 , достроенный как только что описано и 
в существенном однозначно определяемый нормальными алгорифмами 
3t и 23, мы будем называть нормальной композицией алгорифмов 2t и 23. 
Нормальную композицию алгорифмов 5t и 23 мы будем обозначать сим
волом 

23o2t. 

В соответствии с этим равенство 

S = 2 3 o 2 t 

будет означать, что ß есть нормальная композиция алгорифмов 2t и 23. 
Следующие утверждения резюмируют предыдущее. 
4 . 1 . Для любых двух нормальных алгорифмов 2t и 23 существует 

нормальная композиция 23 о 2t. 
4 .2 . Нормальная композиция нормальных алгорифмов 2t и 23 есть 

нормальный алгорифм над объединением алфавитов этих алгорифмов, 
определенный в существенном однозначно. 

4 .3 . Для любых двух нормальных алгорифмов 2t и 23 

(23 о 3t) (Р) - 2 3 ( 2 1 (Р)) (Р —слово в А) , 

tde А означает объединение алфавитов алгорифмов 2t и 23. 
5. Определим теперь индукцией по п нормальную композицию 

п произвольных нормальных алгорифмов 233, . . . , 23п (п ^ 2 ) . 
Для п — 2 она уже определена. Предполагая ее определенной для 

п — к, где к^2, определим ее для n=k-\-i равенством 

23, + 1 о23 к о . . . 0 ^ = 2 3 ^ 0(23*0. . . 0 23,), 

означающим, что нормальной композицией алгорифмов 2 3 1 ? . . . , 23*, 
считается нормальная композиция алгорифмов 23*о . . . о23х и 23*+ь 

На основе утверждений 4 .1—4.3 индукцией по п легко доказы
ваются следующие утверждения. 

5.1 . Для любого п^2 и для любых нормальных алгорифмов 23 р . . . . 
2?„ существует нормальная композиция 23по . . . о23 г 

5 .2 . Нормальная композиция нормальных алгорифмов 23 1 ? . . . , 33п 

(п ^ 2 ) есть нормальный алгорифм над объединением алфавитов этих 
алгорифмов, определенный в существенном однозначно. 

5 .3 . Для любых нормальных алгорифмов 2 3 2 , . . . , 2 3 Л ( п ^ 2 ) 

(ЗЗпо . . . о S3,) ~ »„ ( » ^ ( • • • (»! (^)- .О) (Р-слово в А), 

где А означает объединение алфавитов алгорифмов 33 а , . . . , 23п. 
6. Покажем теперь, что принцип нормализации алгорифмов [II. § 5.1] 

равносилен следующему утверждению. 
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6. 1. Всякий алгорифм в алфавите А эквивалентен относительно 
А некоторому нормальному алгорифму над А [ср. II. § 5 . 9 ] . 

Допустим, что утверждение 6.1 верно, и рассмотрим какой-нибудь 
алгорифм 21 в алфавите А. Покажем, что 9t вполне эквивалентен не
которому нормальному алгорифму над А. 

Согласно 6.1, имеется нормальный алгорифм 23 над А, эквивалент
ный 2t относительно А. Обозначим через Б его алфавит. Имеем 
(1) А с Б. 

Построим нормальный алгорифм S в Б со схемой 
( £ € Б \ А ) . 

Очевидно, что 
(2) &(Р) = Р (Р — слово в А) 

и что S не применим ни к какому слову в Б, не являющемуся сло
вом в А. 

Построим алгорифм © как нормальную композицию алгорифмов 
23 и <£: 

(3) © = 6о23 . 

© есть нормальный алгорифм над Б [§ 3 . 4 . 2 ] и 

(4) © ( P ) - e ( S S ( i > ) ) (Р — слово в Б) [§ 3 . 4 . 3 , (3)] 

Отсюда следует, что 
(5) © ( i > ) - » ( / > ) , 

если Р и 23 0?) С У Т Ь слова в А [ (4) , (2)]. 
Покажем, что © есть искомый нормальный алгорифм над А, вполне 

эквивалентный 2t. 
© есть алгорифм над А ввиду (1). 
Если алгорифм 2t применим к слову Р в А, то Р и 2t (Р) суть 

слова в А, так как 2t — алгорифм в А. Поэтому тогда и 23 применим 
к Р, и мы имеем 

И (/>) = »( />) . 

В силу (5), отсюда следует, что 
(6) 2t(i>) = ©0P). 

Таким образом, равенство (6) имеет место, коль скоро алгорифм 2t 
применим к слову Р в А. 

Допустим теперь, что алгорифм © применим к слову Р в А. Тогда 
и алгорифм 23 применим к Р [(4)], а алгорифм S — к 23 ( i 3 ) . Поэтому и 
23 {Р) есть слово в А. Но тогда и алгорифм 2t применим к Р ввиду 
эквивалентности алгорифмов 2t и 23 относительно А. Следовательно, 
алгорифм 2t применим к слову Р в А, коль скоро к нему применим 
алгорифм ©. 

Мы доказали таким образом, что алгорифм © вполне эквивалентен 
алгорифму 21 относительно алфавита А. Тем самым мы доказали, что 
принцип нормализации вытекает из утверждения 6. 1. Обратное оче
видно. Следовательно, принцип нормализации равносилен утверждению 
6.1, что и требовалось доказать. 
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§ 4. Объединение алгорифмов 
1. Часто приходится совместно рассматривать результаты работы 

двух или нескольких алгорифмов над одними и теми же исходными 
данными. В этом случае полезным является построение системы всех 
этих результатов, которая может, например, сама служить в качестве 
исходного данного при работе какого-нибудь другого алгорифма. 

Например, если нам уже даны алгорифмы вычисления значений 
функций (х-\-2) и (я + 3) для натуральных значений переменной х, 
то алгорифм вычисления значений функций 

(1) (* + 2 ) Х ( а + 3) 

можно построить как следующее предписание: исходя из "произвольно 
данного натурального числа N, вычислить числа (iV-j-2) H (7V -} -3 ) 
с помощью двух данных алгорифмов, построить пару этих чисел 
и применить к ней алгорифм умножения. Первые два этапа этого 
предписания образуют алгорифм, перерабатывающий всякое натураль
ное число в пару чисел (iV + 2) * (iV-f- 3). Композиция этого алгорифма 
с алгорифмом умножения составляет искомый алгорифм вычисления 
значений функции (1). 

Вообще, если даны алгорифмы S3,, . . . , 23п в алфавите А, не содер
жащем букву у , то может оказаться целесообразным построить сле
дующее предписание: исходя из произвольного слова Р в А, приме
нить к нему каждый из алгорифмов 33а, . . . , 23„ и составить систему 

»i(-P)T®s(^)---Y®»(-P) 

получаемых при этом слов 233 ( . ? ) , . . . , 23Л(,Р)- Это предписание, оче
видно, составляет некоторый алгорифм в алфавите A I J { у } — «объеди
нение» данных алгорифмов Sbv . . . , 5 ß n . 

Естественно спросить, является ли объединение нормадизуемых 
алгорифмов также нормализуемым алгорифмом? Мы, как легко убе
диться, могли бы дать утвердительный ответ на этот вопрос, если бы 
нам удалось доказать следующую теорему. 

1.1. Т е о р е м а о б ъ е д и н е н и я . Пусть 332, . . . , 23 w(rcJ>2)— нор
мальные алгорифмы; А — объединение их алфавитов; у — произвольная 
буква. Тогда может быть построен такой нормальный алгорифм & над 
A U {у}, что 

(2) С (Р) ~ а 3 2 (Р) у232 ( /> ) . . . у23 п (Р) (Р - слово в AU { у } ) . 

2. Доказательство этой теоремы составляет главное содержание § 4. 
Мы начнем с доказательства следующей теоремы. 
2 . 1 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы % и 23 в алфавите А, 

может быть построен такой нормальный алгорифм S над А, что 
(1) в (Р) ~ 21 (Р) 23 (/>) (Р — слово в А). 

Для доказательства введем алфавит А двойников букв алфавита А, 
как в доказательстве теоремы § 3 . 2 . 1 . Двойника буквы £ будем 
попрежнему обозначать через двойника слова Р — через [Р~. 
Положим Б = A (J А, и пусть А = {ос3, . . . , сся}, где а 1 ? . . . , а п — попарно 
различные буквы. 
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Введем следующие нормальные алгорифмы над А: 

(3) Ä, = А в . а , ; . . . , g , . . . , | „ [ П . § 4 . !4] 

(4) *1 = *А ,А Р 1 - § 4 Л 6 ^ 

(5) 2» = % . А Р 1 - § 4 Л 6 3 

31 — нормальный алгорифм в А, схема которого получается из схемы 
алгорифма 9t путем замены каждой буквы ее двойником; 31,— естествен
ное распространение алгорифма 9t на алфавит Б; 58j — естественное 
распространение алгорифма 33 на алфавит Б. Построим нормальный 
алгорифм 6 как нормальную композицию алгорифмов St,, S I ( S33, fi2»-
%x и ß 2 : 

(6) 6 = £ 2 ° V « 2о g,o St r 

Так как Э31 есть алгорифм над А, 6 есть нормальный алгорифм 
над А [§ 3 . 5 . 2 ] . Покажем, что для К имеет место условное равен
ство (1). Предварительно докажем некоторые леммы. Р означает в них 
произвольное слово в алфавите А. 

2 . 2 . 21(&1(Р)) = Р[Р-. 
При Р = А это равенство верно, так как [Л = А , S£1(A) = A 

и МЛ) = А [(2), (4)]. 
Пусть теперь 

(7) Р = г,1...щ, 

где то,- — буквы алфавита А. Тогда 

(8) Ь(Р)=ЪЪ---ЪЪ [(7), (2) ] , 

[ ^ ( Р ) ^ ^ . . . ^ [(8), I I . § 4 .14 ] , 

(9) =Р Ш , 

№ ( p ) Ä = - [(8), I I . § 4 .14 ] ' 

(10) = [ i > - 1(7)],-

8 i ( Я ] (/>)) = (Р) А [St, [(4), I I . § 4 . 1 6 (14)] 

= [(9), (Ю)],. 

что и требовалось доказать. 

2 . 3 . з з ^ с ^ т а ^ а д ь р -
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В самом деле, так как — естественное распространение 23 на Б, 
имеем 

^(Й! (ft, ™ = Р - 2 ] 
~ 2 3 ( / > ) [ i > - [§ 1. 2 ( 1 ) ] . 

2 . 4 . S2(93! (S, (ft, (P)))) ~ [P~33 (P). 
В самом деле, 

8 S (93, (Sj (ft, (P)))) ~ 2 2 (93 (P) [P") [2 .3] 

~[P~£(P) [(5). § 4 . 1 6 . 1 2 ] . 

2 . 5 . I ( [ P - ) = [3t(^)" 
Это непосредственно следует из определения алгорифма 91. 
2 .6 . ад (93, (fi, (ft, (P))))l~ [Я ( Р Г 93 (P). 
В самом деле, так как 2t2 — естественное распространение 21 на Б, 

имеем 
9Т, (S2 (93, (S, (ft, (P))))) ~ % ([P- 23 (P)) [2.4] . 

~5T([P-)23(P) [ § 1 - 2 ( 1 ) ] 

~ [9 t (P ) -23 (P) [ 2 . 5 ] . 

2 .7 . &2([Q-R) = QR (Q, R —слова в A). 
Это непосредственно следует из определения (3) алгорифма ft2. 
2 . 8 . ft,(91, (fi2 (23, (fi, (ft, (P)))))) ~9 l (P)23 (P). 
В самом деле, 

£ 2 Ä (8, (» ! (Sx («x (*)))))) = ( ^ Г 23 (/>)) [2.6] 

~ Я (/>)»(/>) [ 2 . 7 ] . 

Условное равенство (1) следует теперь из (6) и 2 . 8 согласно 
§ 3 . 5 . 3 . 

3. Теорема 2 .1 может быть обобщена следующим образом. 
3 . 1 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы 21 и 23 над алфави

том А, может быть построен такой нормальный алгорифм S над А, 
что 

(1) <£(Р) ~ (Р — слово в А). 

В самом деле, пусть Б означает объединение алфавитов алгориф
мов 2t и 23, 2^ и 23х—формальные распространения алгорифмов 21 и 23 
на Б. Тогда теорема 2 .1 может быть применена к нормальным алго
рифмам 2tj и 23-L в алфавите Б. Согласно этой теореме может быть 
построен такой алгорифм 6 над Б, что 

£(Р)-Ш1(Р)^1(Р)' (Р — слово в Б). 

Принимая во внимание, что 2^ (P) ~ 2t (P), 23j (P) ~ 23 (Р) [§ 1.5.4] 
и что А С Б, получаем отсюда условное равенство (1). 

4. Теорема 3.1 допускает далее следующее обобщение. 
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4 . 1 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы 3? 3 , . . . , 2 3 л ( я ^ 2 ) 
над алфавитом А, может быть построен такой нормальный алго
рифм ß над А, что 

(1) <£ (i 5) ~ 333 OP).. .23л (P) (J 3 — слово в А). 

При 7 i = 2 эта теорема совпадает с только что доказанной. Допу
стим, что она верна при n = k, где к— натуральное число, большее 
единицы. Докажем, что она верна тогда и при п = к-{-1. 

Пусть, в самом деле, S 3 , , . . . , 23fr, 2?*+i — нормальные алгорифмы над 
алфавитом А. Согласно индуктивному предположению, может быть 
построен такой нормальный алгорифм 33 над А, что 

<2) 330Р)~23 а 0Р) . . 23frOP) (Р — слово в А). 

Согласно 3 .1 , может быть построен такой нормальный алгорифм S 
над А, что 

<3) 6 (P) ~ 23 (Р) 23*+1 (P) (Р — слово в А). 

Имеем теперь 

Ü = (Р).. .23* (P) 23 f c+i (P) (Р - слово в А) [(3), (2) ] . 

Этим доказана справедливость теоремы при п = к-\-1 в предполо
жении ее справедливости при п = к. Следовательно, теорема верна 
при любом тг, большем или равном двум, что и требовалось доказать. 

На основе теоремр 4 . 1 докажем теперь следующую теорему. 
4 . 2 . Пусть 2 3 , , . . . , 2 3 Л ( / г ^ 2 ) — нормальные алгорифмы; А — объеди

нение их алфавитов. Тогда может быть построен такой нормальный 
алгорифм £ над А, что 

(4) G0P) - 231 ( / ) ) . . .23 Л (Р) (Р —слово в А). 

В самом деле, пусть 6 f. означает формальное распространение 
алгорифма 23t на алфавит А [§ 1 . 5 ] . &{ есть тогда нормальный алго
рифм в А [§ 1 . 5 . 1 ] , причем 

<5) Ъ<{Р)~Я<{Р) (Р — слово в А) [ § 1 . 5 . 4 ] . 

Построим согласно 4 .1 такой нормальный алгорифм Ê над А, что 

<6) S (P) ~ <&г (Р)... 6 n (P) (Р — слово в А). 

Условное равенство (4) непосредственно следует из условных равенств 
(5) и (6). 

5. Докажем теперь теорему 1.1. 
Пусть 23-,,.. . , 2 3 м ( / г ^ 2 ) — нормальные алгорифмы; А—объединение 

их алфавитов; у— какая-нибудь буква. Укажем построение нормаль
ного алгорифма 6 над A U {у}, для которого имеет место условное 
равенство 1 (2) . 

Пусть 3) означает нормальный алгорифм в A U {у}» перерабатываю
щий всякое слово в этом алфавите в слово у. Как строится такой 
алгорифм, нам известно [П. § 4 . 7 ] . A U {у} есть, очевидно, объедине
ние алфавитов алгорифмов 2 3 , . . . , 23м, ©. К этим нормальным алго-
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рифмам применима теорема 4 . 2 , согласно которой может быть построен 
такой нормальный алгорифм S над A U {у}, что 

g (P) - 23x (Р) © (P) 232 (i>) . . . © (P) 23w (P) (i> — слово B A U {у})-

Для этого алгорифма имеет место условное равенство 1(2) , так 
как 

©(Р) = у (Р — слово в A U {у}) 

согласно построению алгорифма ©. 
6. Формулируем некоторые следствия из доказанных теорем. 
6 . 1 . Каков бы ни был нормальный алгорифм 21 над алфавитом А, 

могут быть построены такие нормальные алгорифмы ß и © над А, 
что 

(1) g( i>)~2tOP)P (Р — слово в А), 

(2) И(Р)^_Ш(Р) (Р —слово в А). 

Для доказательства воспользуемся тождественным нормальным 
алгорифмом в алфавите А [И. § 4 . 2 ] . Применяя теорему 3.1 к алго
рифму 5t и тождественному алгорифму в А (в роли 23), получаем 
нормальный алгорифм К над А, для которого справедливо условное 
равенство (1). Подобным же образом, с переменой ролей алгорифма 21 
и тождественного алгорифма, получаем нормальный алгорифм ©> над А, 
для которого имеет место (2). 

6 .2 . Каковы бы ни были нормальный алгорифм 21 над алфавитом А 
и буква у» существуют такие нормальные алгорифмы 6 и © над алфа
витом A U {у}, что 

£{Р)^%(Р)уР (Р —слово в А), 

© (P) ~ Py2t (JP) (Р — слово в А). 

Это доказывается аналогично 6 .1 с применением 1.1 вместо 3 . 1 . 

§ 5. Разветвление алгорифмов 
1. Иногда приходится строить предписания следующего типа: 

«применить к исходным данным алгорифм 23 или алгорифм 21 в зави
симости от того, обладают ли эти данные таким-то свойством». Для 
того, чтобы такое предписание можно было рассматривать как алго
рифм, необходимо, разумеется, чтобы существовал конструктивный 
метод распознавания свойства исходных данных, о котором идет речь. 
Этот метод может, например, состоять в применении к исходным дан
ным некоторого специально подобранного «распознающего» алгорифма, 
перерабатывающего исходные данные в пустое слово тогда и только 
тогда, когда они обладают интересующим нас свойством. Чтобы узнать, 
обладают ли этим свойством исходные данные, нужно будет тогда 
применить к ним распознающий алгорифм и посмотреть на результат 
этого применения. Свойство имеет место, если этот результат есть 
пустое слово, и не имеет места, если он есть непустое слово. В пер
вом случае предписание требует применить к исходным данным алго
рифм 23, во втором — алгорифм 2Î. Переходя от алгорифмов вообще 
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к алгорифмам в некоторых алфавитах, мы приходим к предписаниям 
•следующего типа. 

Даны алгорифмы 2t, S и S в алфавите А. Предписывается, 
исходя из произвольного слова Р в этом алфавите, применить к нему 
алгорифм <£. Если в результате получится пустое слово, то надлежит 
применить к Р алгорифм 23; если же получится непустое слово, то 
надлежит применить к JP алгорифм 2t. 

Это предписание можно рассматривать как некоторый алгорифм 
в А. Для его применимости к слову i 5 в А, разумеется, необходимо, 
чтобы алгорифм S был применим к Р. 

Мы приходим, таким образом, к некоторому сочетанию трех алго
рифмов 2t, 23 и 6 в А, являющемуся новым алгорифмом в А. Это 
•сочетание естественно называть разветвленным сочетанием алгорифмов 
31 и S3, управляемым алгорифмом ß . Короче мы будем называть его 
разветвлением % и 23, управляемым 6 . 

Естественно спросить, является ли разветвление двух нормализуе
мых алгорифмов, управляемое третьим нормализуемым алгорифмом, 
также нормализуемым алгорифмом. Положительный ответ вытекает из 
^следующей теоремы. 

1.1. Т е о р е м а р а з в е т в л е н и я . Каковы бы ни были нормальные 
^алгорифмы 2t, 23 и Ê, может быть построен нормальный алгорифм 3) 
над объединением А их алфавитов, такой, что 

и что 2) применим лишь к тем словам в А, к которым применим (£. 
Здесь и в дальнейшем знак неравенства «=̂ =» надлежит понимать 

•следующим образом: оба выражения, связываемые этим знаком, имеют 
смысл и означают различные слова. 

Доказательство теоремы разветвления составляет главное содержа
ние этого параграфа. 

2. Докажем некоторые леммы. 
2 . 1 . Каковы бы ни были нормальный алгорифм К в алфавите А 

и буква ос, может быть построен такой нормальный алгорифм S над 
A U {а} , что 

и что (£ применим к тем и только к тем словам в А, к которым при
меним £. 

Воспользуемся нормальным алгорифмом 9 l A (J ^ А e А над алфави
том A (J { а } , перерабатывающим А в ос, а всякое непустое слово 
в алфавите A (J {%} — в Л [II. § 4 . 1 1 ] . Для сокращения письма обозна
чим его через Ê 0 . Имеем 

© ( / > ) ~ © ( Р ) (Р —слово в А, 6 ( Р ) = Л), 

(2) © (P) = 9t (P) (Р — слово в A, d (Р) ф Л) 

'ос для слов Р в А таких, что d (Р)—А, 
Д для слов Р в А таких, что £ ( Р ) = ^ А 

(2) 

{3) ®0(Р) = А (Р — слово в А, Р^А). 
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Построим искомый алгорифм S как нормальную композицию алго
рифмов S и @ 0 : 

(4) в = (Е 0о е. 

6 есть, как и ® 0, нормальный алгорифм над A U {ос} [(4), § 3 . 4 . 2 ] и 

(5) 8 ( i > ) = ß 0 ( € ( J > ) ) (Р —слово в А) [(4), § 3 . 4 . 3 ] . 

Если Р — слово в А и ( £ ( Р ) = Л , то 

® ( i > ) ~ e 0 ( A ) [(5)} 

= <* [(2)]-
Если же Р — слово в А и ß(JP)^4=A, то S (Р) есть слово в А и 

<£(/>) = А [(5), (3 ) ] . 

Таким образом, алгорифм S удовлетворяет условию (1). 
В силу (5), алгорифм ® применим лишь к тем словам в А, к кото

рым применим S. G другой стороны, согласно уже доказанному, он 
применим ко всем таким словам. Лемма, таким образом, доказана. 

2.2 . Каковы бы ни были нормальный алгорифм S в алфавите А 
и буква а, может быть построен такой нормальный алгорифм g над 
A (J {а}, что 

[OLP для таких слов Р в А, что (£ЛР) = А, 
(6) (P) = I 

' o v ' |Р <9ля таких слов Р в А, чтпо g(P)=^4A 
и w o g будет применим к тем и только к тем словам в А, к кото
рым применим S. 

В самом деле, построим алгорифм S согласно предыдущей лемме. 
Построим затем согласно § 4 . 6 . 1 такой нормальный алгорифм g над 
A U {сс}, что 
(7) gOP) — 8 GP)P (Р —слово B A U {а}) . 

Он, очевидно, применим к тем и только к тем словам в А, к кото
рым применим @, т. е. к тем и только к тем словам в А, к которым 
применим 6. Соблюдение условия (6) для g непосредственно следует 
из соблюдения условия (1) для @, в силу условного равенства (7). 

2 .3 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы 21 и 23 в алфавите А 
и не принадлежащая этому алфавиту буква сс, может быть построен 
такой нормальный алгорифм (£ над A U {&}> что 

(8) <£{Р)~%(Р) {Р —слово в А), 

(9) <ЦаР)~23(Р) (Р —слово в А). 

Доказательство этой леммы будет представлять собой небольшое 
видоизменение доказательства теоремы § 3 . 2 . 1 . Так же, как в том 
доказательстве, введем алфавит «двойников» букв алфавита А, заботясь 
теперь не только о том, чтобы эти двойники были отличны друг от 
друга и от букв алфавита А, но и о том, чтобы буква сс не фигуриро-
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вала среди них. Алфавит двойников обозначим через А и составим 
алфавит Б и систему формул 23«, как в доказательстве теоремы § 3 . 2 . 1 . 

Зададим нормальный алгорифм S в алфавите Б сокращенно запи
санной схемой 

и тем, что вместо системы формул 21* теперь фигурирует схема алго
рифма 21*. Покажем, что так построенный алгорифм S удовлетворяет 
условиям (8) и (9). Заметим прежде всего, что лемма § 3 . 2 . 7 имеет 
место и теперь, так как формула « - > • » , содержащаяся в схеме алго
рифма 21*, содержится и в схеме алгорифма £ . 

Определим понятие двойника слова в А, как в доказательстве тео
ремы § 3 . 2 . 1 . Свойствами двойников § 3 . 2 ( 4 ) , § 3 . 2 ( 5 ) и § 3 . 2 . 8 , 
установленными в этом доказательстве, можно пользоваться и теперь. 
Имеют место также свойства § 3 . 2 . 9—§ 3. 2 .13 системы 33£. Справедлива 
и основанная на § 3 .2 .13 лемма § 3 . 2 . 1 4 , причем ее доказательство 
теперь только упрощается, так как в схеме алгорифма S фигурирует 
сама схема алгорифма 31е, а не система формул 2ta. Ввиду этого же 
вместо § 3.2.15—§ 3. 2 .17 имеем теперь 

2 . 4 . Если %' :Р \->Q, то £:P\-.Q. 
Лемма § 3 . 2 . 1 8 , основанная на § 3 . 2 . 1 4 , справедлива и теперь. 

Вместо § 3 . 2 . 1 9 имеем 
2 . 5 . Если 2 Г : Р | = . Q, то &:P\=.Q. 
Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательству 

§ 3 .2 .19 с помощью § 3 . 2 . 1 8 , 2 . 4 и И. § 3 . 6 . 2 . 
Вместо леммы § 3 . 2 . 2 0 имеем теперь 
2 . 6 . Если Р — слово в А и QL:P\—Ç, то %' :Р\—Q и Q есть слово 

в А. 
В силу замкнутости алгорифма 2Г [§ 2 . 2 . 1 ] , это легко доказывается 

с помощью лемм § 2 . 1 . 1 , 2 . 4 , I I . § 3 . 6 . 1 и § 3 . 2 . 1 4 . Аналогичным 
образом доказывается следующая лемма. 

2 .7 . Если Р —слово в "А и &:Р)—<?, то 31* : P |—Q и Q есть 
слово в А, 

Из леммы 2. 6 следует лемма 
2 . 8 . Если Р —слово в А и (£:P]=Q, то 5 Г : Р ] = < ? и Q есть 

слово в А. 
Из лемм 2 . 7 , 2 . 8 и I I . § 3 . 6 . 2 следует лемма 
2 . 9 . Если Р —слово в А и S : / > ( = . Q, то ЗГ : P | = . Q. 

(10) 

(ее А ) 

6 А) 
(5€А) 
« 6 А) 
(5. 4 6 А) 

отличающейся от схемы 
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(1) S ( ^ ) = { 
осР для таких слов Р в А, что (§,1(Р) = А 

Р для таких слов Р в А, что S1( JP)=^=À. 

Применяя лемму 2 .3 к алгорифмам 21г и 93], построим нормальный 
алгорифм ® над A U {а} таким образом, чтобы соблюдались условные 
равенства 

(2) ®(Р)~%г(Р) (Р — слово в А), 

(3) ® ( а Р ) ~ 2 ? 3 ( Р ) (Р — слово в А). 

Построим искомый алгорифм ф как нормальную композицию алго
рифмов g и ©: 

(4) © = © ° g . 

Тогда © есть, как и g, нормальный алгорифм над А [(4), § 3 . 4 . 2],. 
причем 

(5) 2 > ( P ) ~ © ( g ( P ) ) (Р — слово в А) [(4), § 3 . 4 . 3 ] . 

Из лемм 2 .5 и 2 . 9 в силу замкнутости алгорифмов 2Г и (S 
[§ 2 . 2 . 1 , § 3 .2 .7J вытекает, согласно § 2 . 1 . 3 , § 2 . 2 . 1 0 и § 2 . 2 . 1 1 , 
следующая лемма. 

2 .10 . Если Р— слово в А, то 6 ( P ) = Ç тогда и только тогда> 

когда « ( i > ) = Q. 
Из 2.10 непосредственно следует справедливость условного равен

ства (8) для слов Р в А. 
Определим далее, как в доказательстве теоремы § 3 . 2 . 1 , понятие 

образа вхождения. Нетрудно видеть, что вся часть этого доказательства 
от леммы § 3 .2 .23 до леммы § 3 . 2 . 4 4 включительно сохраняет силу 
(с небольшими и очевидными изменениями: например вместо того, 
чтобы говорить о первых семи строках схемы § 3 . 2 ( 3 ) , теперь надо 
говорить о первых шести строках схемы 2(10) ) . Из лемм § 2 .2 .10, . 
§ 2 . 2 . 1 , § 2 . 1 . 3 , § 3 . 2 . 4 0 , II. § 3 . 6 . 3 вытекает следующая лемма. 

2 .11 . Если «В ( / > ) = < ? , то &(aP) = Q. 
Из нее следует, что равенство 

(И) 6 ( a P ) = S8(P) 

имеет место, коль скоро осмыслена его правая часть. С другой сто
роны, согласно леммам § 3 . 2 . 4 4 и § 2 . 2 . 1 2 правая часть равен
ства (И) осмыслена для слова Р в алфавите А, если осмыслена левая 
часть этого равенства. Следовательно, для слов Р в А имеет место 
условное равенство (9), что и оставалось доказать для завершения 
доказательства леммы 2.3. 

3. Докажем теперь теорему 1.1. 
Пусть 21, S и S — нормальные алгорифмы; А — объединение их 

алфавитов. Пусть 2t., 23j и 6Ц означают соответственно формальные 
распространения алгорифмов 21, 23 и Е на алфавит А. Фиксируем 
букву а, не принадлежащую А. Построим нормальный алгорифм g 
над A U {<*} согласно лемме 2 .2 таким образом, чтобы этот алгорифм 
был применим к тем и только к тем словам в А, к которым приме
ним 6 а , и чтобы соблюдалось условие 
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Если для слова Р в алфавите А имеем (£(Р) = А, то 

(6) 6 , ( i > ) = A [ § 1 .5 .4J , 

(7) g(.P) = aP [ (6) , (1)], 

[(7), (5)] 

-%г(Р) [(3)] 

= ЗД [§ 1.5.4]; 

если же для Р в А имеем S (Р) А , то 

(8) &г(Р)¥*Ь [§ 1 -5 .4 ] , 

(9) %(Р)=Р [(8), (1)], 

Ф ( Р ) = ©(Р) [(9), (5)] 

^ ( Р ) [(2)1 

~ St (/>) [§ 1 . 5 . 4 ] . 

Таким образом, условные равенства 1 (1) и 1 (2) имеют место. 
Рассмотрим, наконец, какое-нибудь слово Р в А, к которому при

меним алгорифм 5£). Согласно (5), к Р применим алгорифм g, следова
тельно, и алгорифм К,, а значит, и алгорифм 6 [§ 1 . 5 . 4 ] . Таким 
образом, алгорифм 35 применим лишь к тем словам в А, к которым 
применим алгорифм 6 , что и оставалось доказать. 

4. Теорема 1.1 допускает следующее обобщение. 
4 . 1 . О б о б щ е н н а я т е о р е м а р а з в е т в л е н и я . Каковы бы ни 

были нормальные алгорифмы 3 i 0 , . . . , 3tM, ß 3 , , 6 Й ( я > 0 ) , может быть 
построен такой нормальный алгорифм 55 wad объединением А их алфа
витов, что 

3t 0(P) (Р — слово в A, 6 1 ( J P ) = A , S 2 ( P ) = A , . . . , 6 < |(/>) = А) 
31Х(Р) (Р —слово в А / б 1 ( Р ) ^ = А , g 2 ( P ) = A , . . . , £ Л ( Р ) = Л ) 
3t 2(P) (Р —слово в A, S 2 ( P ) = ^ A , . . . , 6 Я ( / > ) = А) 

{Р —слово в А, ап(Р)=£А). 

Доказательство этой теоремы будем вести индукцией по тг. При 
/ г = 1 теорема следует из 1.1. Допустим, что она доказана при п=т, 
где т > 0 . Докажем ее при п = т-\-1. 

Пусть, в самом деле, 2 t 0 , . . . , ЗЦ+ъ — нормальные алго
рифмы; А — объединение их алфавитов. Построим формальные распро
странения 5 В 0 , . . . , 33™ алгорифмов 2t0, . . . , 3 t « , на алфавит А. К алго
рифмам 2%, . . . , 9SOT, S j , . . . , S m , согласно индуктивному допущению, при
менима теорема 4 . 1 . Можно, следовательно* построить такой нормальный 

9 А. А. Марков 
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алгорифм 23 над объединением алфавитов алгорифмов 2 3 0 , . . . , 23 т, т. е. 
над А, что 

(1) 

230(Р) (Р—слово в A, <&г(Р)=А, G 2 (P)=A, . . . , % <£ Щ (Р)=А) 
%г(Р) (Р—слово в А, МР)=^Л, е 2 ( Р ) = А , . . . , 6 т ( Р ) = Л ) 
232(Р) (Р—слово в А, £ 2 ( Р ) ^ Л , . . . , 6 т ( / > ) = А ) 

23W(P) (Р—слово в А, Ът(Р)^А). 

Построим такой алгорифм 23. Построим затем согласно теореме 1.1 
такой нормальный алгорифм © над объединением Б алфавитов алго
рифмов 23, %п+х и Ê m + 1 , что 

l B ( i > ) (Р — слово в Б, &m+i(P) = A) 
{ ) ®{Р)~[Кт+1(Р) (Р- слово в Б, < £ т + 1 ( / > ) ^ А ) . 

© является тогда искомым нормальным алгорифмом над А, удовле
творяющим условиям 

(3) ® ( Р ) ~ 

%(Р) (Р—слово в A, S X ( P ) = A , S 2 ( P ) = A , . . . , S m ( P ) = A , <£m+l (P) = A) 

2li(^) (Р-слово в А, &х(Р)^А, g 2 ( P ) = A , . . . , S M ( P ) = A, S m + i ( P ) = A ) 
2t 2 (P) (P—слово в A, g 2 ( P ) ^ A , . . . , &m(P)=A9 S m + i ( P ) = A ) 

2W(P) (P—СЛОВО В A, < l m ( P ) = £ A , g m + l ( ^ ) = A ) 

2 t « + l ( P ) (P—СЛОВО В A, g M + i ( P ) = ^ A ) . 

В самом деле, A С Б, так как 23 — алгорифм над А, а Б — объеди
нение алфавитов алгорифмов 23, 2l m +i и fiw+i. Поэтому © есть нормаль
ный алгорифм над А. 

Рассмотрим какое-нибудь слово Р в А, удовлетворяющее условиям 

(4) 6 Х(Р) = А, в 2 С Р ) = А , . . . , <&Т(Р) = А, S M + 1 ( i > ) = A . 

Так как А С Б, имеем для него 

Ф(Р)~93СР) [(2), (4)] 

- ^ о ( ^ ) [(1), (4)] 

-%(Р) [§ 1 - 5 . 4 ] . 
Таким образом, 

®(7>)~21 0 (Р) 

(Р-слово в А, <МР) = А. e 2 ( i > ) = A f . . . , 6 W ( P ) = A , S m + 1 ( P ) = A ) . 

Аналогичным образом устанавливаем, что 

(Р-слово в A, Œ,(i>)^A. S 2 (P) = A , . . . , Œe(i>) = A, <Ê n + x(i>) = A), 
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® ( Р ) ^ 2 1 2 ( Р ) 

(Р — С Л О В О В A, 6 2 ( P ) = 5 É A , . . . , 6 Я ( Р ) = А , Ё т + 1 ( Р ) = А ) , 

5 D ( P ) - 2 l m ( P ) (i> —слово в A, S m ( P ) = ^ A , ( i > ) = A ) . 

Наконец, если Р — слово в А, удовлетворяющее условию 

Ът+1 {Р)фК, 

то, принимая во внимание, что А с Б, получаем для него, согласно (2), 
ЩР)^%т+1(Р). Таким образом, 

5D (P) ~ (P) (Р — слово в A, <£m+l (Р) ф А). 

Следовательно, алгорифм 5D удовлетворяет условиям (3), что и тре
бовалось доказать. 

§ 6. Повторение алгорифма 

1. В математике часто бывает нужно строить предписания следую
щего типа: «применить к исходным данным заданный алгорифм 21; если 
результат применения не обладает таким-то свойством ф, применить 
к этому результату алгорифм 2t; если и этот результат не обладает 
свойством ф, применить и к нему алгорифм 21 и т. д., до тех пор, пока 
не получится объект, обладающий свойством Для того чтобы такое 
предписание можно было рассматривать как алгорифм, необходимо, 
конечно, наличие конструктивного метода распознавания свойства ф. 
Этот метод может, например, состоять в применении к рассматривае
мому объекту «распознающего» алгорифма, тогда и только тогда пере
рабатывающего этот объект в пустое слово, когда он обладает свой
ством ф. Переходя теперь от алгорифмов вообще к алгорифмам в неко
торых алфавитах, мы приходим к предписаниям следующего типа. 

Даны алгорифмы 21 и S в алфавите А. Предписывается, исходя из 
произвольного слова Р в А, применить к нему алгорифм 21, что (в слу
чае применимости) даст слово Рг; к Рг надлежит применить алгорифм 6 
и, если в результате получится непустое слово, предписывается при
менить к Рл алгорифм 2t, что (в случае применимости) даст слово Р2; 
с ним надлежит поступать так же, как с Рг, и т. д.; этот процесс 
следует оборвать, когда получится слово Рп, перерабатываемое в пустое 
слово алгорифмом К. 

Это предписание можно рассматривать как некоторый алгорифм 
в А. Результат Q его применения к слову Р может быть охарактери
зован следующим условием: существует такой ряд слов Р0, Р1У.. ., Рл 

( п > 0 ) , что 

(1) ?о = Р, 

(2) Р,=ЩР^) ( 0 < i < n ) , 
(3) P*=Q, 
(4) S (P,-)^Л ( 0 < г < п ) , 
(5) <ЧЛ.)=А. 

9* 
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Мы пришли таким образом к некоторому сочетанию алгорифмов 
91 и 6 в А, сочетанию, являющемуся алгорифмом в А. Это сочетание 
мы будем называть повторением алгорифма 2t, управляемым алгориф
мом 6. 

Естественно спросить, является ли нормализуемым повторение нор
мализуемого алгорифма, управляемое нормализуемым алгорифмом, По
ложительный ответ вытекал бы из следующей теоремы. 

1.1. Т е о р е м а п о в т о р е н и я . Каковы бы ни были нормальные 
алгорифмы 21 и Е, может быть построен нормальный алгорифм 23 над 
объединением А их алфавитов со следующим свойством: 23 тогда и 
только тогда перерабатывает слово Р в алфавите А в слово Q, когда 
существует ряд слов Р0, Pv . . . , Р Л ( / г > 0 ) , удовлетворяющий условиям 
( 1 ) - ( 5 ) . 

В данном параграфе мы докажем эту теорему. 
2. Начнем с доказательства следующей леммы. 
2 . 1 . Если 2t— нормальный алгорифм в алфавите А и ß— буква этого 

алфавита, то может быть построен нормальный алгорифм © над А со 
следующим свойством: © тогда и только тогда перерабатывает слово Р 
в алфавите А в слово Q, когда существует ряд слов Р0, Р,,. . . ,Рп, 
удовлетворяющий условиям 1(1)—1(3) и такой, что Рп есть единствен
ное из слов Рг,. . .,Рп начинающееся буквой ß. 

Пусть, в самом деле, 2t — нормальный алгорифм в алфавите А, ß £ A . 
Введем букву а, не принадлежащую А, и построим нормальный алго
рифм ® в A U { a ) с сокращенно записанной схемой 

[$а->ос£ ß € A ) 

(1) i***'* 
а —> 

2Г 

где 2Г имеет тот же смысл, что в доказательстве теоремы § 3 . 2 . 1 . 
© есть нормальный алгорифм над А. Покажем, что он обладает тре

буемым свойством. 
Для этого заметим прежде всего, что всё, сказанное в доказатель

стве теоремы § 3 .2 .1 о системе формул 2ta, сохраняет силу и сейчас. 
В частности, справедливы леммы § 3 .2 .2—§ 3 . 2 . 6 . Принимая это во 
внимание, легко убедиться в том, что леммы § 3 . 2 . 7 и § 3 . 2 . 1 4 — 
§ 3.2.22 сохраняют силу с заменой Ê на ©. Доказательства этих 
лемм претерпевают лишь небольшие изменения в сторону упрощения. 
При дальнейших ссылках на эти леммы мы будем подразумевать ука
занную замену. 

Докажем следующие леммы. 
2 . 2 . Если Q — слово в А, начинающееся буквой ß, то © : CLQ ) Q. 
Пусть, в самом деле, Q — слово в А, начинающееся буквой ß. Тогда 

C = ßÄ, где R — слово в А, и aC = aßi?. а не входит в Q, так как а 
не принадлежит алфавиту А. Поэтому никакое слово вида £а не вхо
дит в OLQ. С другой стороны, первым вхождением aß в OLQ является 
*aß*i?. Как показывает схема (1), алгорифм © в применении к &Q 
предписывает подставить ß вместо этого вхождения, что дает ßi?, 
т. е. Q. Так как примененная здесь формула подстановки a ß - > - ß — 
заключительная, имеем © : aÇ ]—-Q, что и требовалось доказать. 
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2 . 3 . Если Q — слово в А, не начинающееся буквой ß, то © : <xQ \—Q> 
Пусть, в самом деле, Q — слово в А, не начинающееся буквой ß. 

Тогда а не входит в Q, в силу чего никакое слово вида £ое не входит 
в a Ç . 

Так как, кроме того, Q не начинается буквой ß, aß не входит 
в aÇ. С другой стороны, * a * Ç есть первое вхождение a в aÇ. Как 
показывает схема (1), алгорифм © предписывает подставить пустое 
слово вместо этого вхождения, что дает Q. Так как примененная здесь 
формула подстановки а - > простая, имеем © : aÇ ]—Q, что и требова
лось доказать. 

2 . 4 . Если tyL(P) = Q и Q начинается буквой ß, то ®:Р \=Q. 
Пусть, в самом деле, % (P) = Q, где Q начинается буквой ß. Тогда 

%-(P) = Q [§ 2 . 2 . 1 0 ] , и потому %': Р \= • Q 1§ 2 . 2 . 1 , § 2 . 1 . 3 ] . 
Поэтому 

(2) © : Р ] = а С [ § 3 . 2 . 1 9 ] . 

Q является при этом словом в алфавите А, так как %(P) = Q и 9(— 
алгорифм в А. Так как Q начинается буквой ß, имеем 

(3) © : а С 1 _ . С [ 2 . 2 ] , 

© : Р 1 = - < ? К 2 ) ' (ЗД> 

что и требовалось доказать. 
2 . 5 . Если %{P) — Q и Q не начинается буквой ß, то © : Р | _ С . 
Здесь «|__» — знак собственной преобразуемости [II. § 3 . 7 ] . 
Лемма 2 .5 доказывается аналогично лемме 2 . 4 с использованием 

2.3 вместо 2 . 2 . \ 
2 . 6 . Если ряд слов Р0,...,Рп удовлетворяет условиям 1(1)—1(3) 

и Рп есть единственное из слов Рг, .. . , Р^, начинающееся буквой ß, то 
®(P) = Q. 

В самом деле, при соблюдении условий этой леммы, имеем 

(4) ® : P . _ 1 | = P i ( 0 < i < n ) [1(2) , 2 . 5 ] , 

(5) ®:Р„_1\=-Рп [1 (2) , 2 . 4 ] , 

(6) ®:Р0^-Рп [(4), (5)] , 

®(P) = Q [ (6) , 1 (1 ) , 1 (3) , П. § 3 . 6 . 3 ] , 
что и требовалось доказать. 

2 . 7 . Если Р — слово в А и ©(Р) = (>, то существует ряд слов 
Р0, . .. , Рп{п^> 0), удовлетворяющий условиям 1 (1)—1 (3) и такой, что Рп 

есть единственное из слов Р1,...,Рп, начинающееся буквой ß. 
В самом деле, пусть Р — слово в А и ©(/>) = (?. Тогда © : Р \— • Q 

[§ 3 . 2 . 7 , § 2 . 1 . 3 ] , и потому для некоторого натурального числа т° 
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Так как алгорифм © применим к слову Р в А, алгорифм 31" также 
применим к этому слову [§ 3 .2 .22] . Следовательно, и алгорифм 2t при
меним к Р [§ 2 . 2 . 1 2 ] . Пусть 

(8) Рг = %(Р). 

Тогда Рг есть слово в А, так как 3t — алгорифм в А. 
Если Р1 не начинается буквой ß, то 

(9) © : Р ^ Л [(8), 2 . 5 ] . 

В этом случае 

(10) 

где 1 и 1 < ш 0 [(7), (9), II. § 3 . 7 . 1 0 ] . Следовательно, ®{P1) = Q [(10), 
II. § 3 .6 .3] и можно применить к Р, рассуждение, которое мы только 
что применяли к Р. Алгорифм 2t применим, следовательно, к Р г Пусть 

Р 2 = 51(Л)-
Р 2 есть тогда слово в А. Если и оно не начинается буквой ß, то, рас
суждая аналогично предыдущему, убеждаемся в том, что 

© : Р 2 H «.•<?' 
где m 2 < m r 

Этот процесс последовательного построения слов Р 1 } Р 2 , . . . таких, 
что 

P 1 = 2t(P), 

®:P\=mo.Qt 

®:Р1 \=mrQ, 

где m 0 > m 1 > m 2 > . . . , можно, очевидно, продолжать до тех пор, пока 
не получится некоторое слово Р п в А, начинающееся буквой ß. Рано 
или поздно это должно случиться, так как убывающий ряд натураль
ных чисел иг0, тг, т2,... должен оборваться. Полагая Р 0 = Р/будем 
иметь ряд слов Р 0 , P t , . . . , P „ , удовлетворяющий условиям 1(1), 1(2) 
и такой, что Р Л есть единственное из слов Р 1 ? . . . , Р М , начинающееся 
буквой ß. Остается показать, что этот ряд удовлетворяет также усло
вию 1(3). 

Для этого заметим, что 2t(P n_ 7) = P n , где Рп начинается буквой ß. 
Поэтому 

(") [2.4] , 
(12) ®(Рп_1) = Рп [ (И) , II. § 3 . 6 . 3 ] . 
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С другой стороны 

<13) ®:Р^ 

<14) © W = Q [(13), II. § 3 . 6 . 3 ] . 

Следовательно, Pn=Q [(12), (14)], что и оставалось доказать. 
Леммы 2 . 6 и 2 .7 завершают доказательство леммы 2 . 1 . 
3. Докажем теперь теорему 1.1 для того частного случая, когда 

î ( и 8 суть алгорифмы в А. 
Пусть 91 и Ê — нормальные алгорифмы в алфавите А. Выберем 

букву ß, не принадлежащую А. Присоединяя ß к А, получим алфавит 

(1) B = A U { ß } -

Построим нормальный алгорифм 6 B > ß в алфавите Б [II. § 4 . 7 ] . Для 
краткости обозначим его буквою (£: 

(2 ) e = e B , ß . 

Построим нормальный алгорифм g над Б согласно лемме § 5 . 2 . 2 
таким образом, что 

{ ßP для таких слов Р в А, что Е ( Р ) = А 
Р для таких слов Р в А, что 6 (P) А 

и что g применим к тем и только к тем словам в А, к которым приме
ним 6 . Построим алгорифм © как нормальную композицию алгориф
мов 51 и §: 

<4) © = go 2t. 

© есть нормальный алгорифм над объединением алфавитов алгориф
мов 21 и g [(4), § 3 . 4 . 2 ] и, так как g — алгорифм над Б, © есть алго
рифм над Б. Пусть В означает алфавит алгорифма ©. Так как ß g Б [(1)] 
и Б С В , к © применима лемма 2 .1 (с заменой А на В и 2t на ©). 
Согласно этой лемме, может быть построен нормальный алгорифм © 
над' В со следующим свойством: © тогда и только тогда перерабаты
вает слово Р в алфавите В в слово Q> когда существует ряд слов 
Р 0 , Р , , . . . , Рп (ч > 0), удовлетворяющий условиям 1 (1)—1 (3) с заме
ной 21 на © и такой, что Рп есть единственное из слов P 3 , . . . , P W , 
начинающееся буквой ß. Построим такой алгорифм ©. Построим, нако
нец, искомый алгорифм 25 как нормальную композицию алгорифмов 
О и 6 : 
<5) 23 = ® о ® . 

23 есть нормальный алгорифм над объединением алфавитов алго
рифмов © и ê [(5), § 3 . 4 . 2 ] и, так как (S—алгорифм над A, 23 есть 
алгорифм над А. Покажем, что он тогда и только тогда перерабаты
вает слово Р в алфавите А в слово Q, когда существует ряд слов 
i V - ч Л | ( и > 0 ) , удовлетворяющий условиям 1(1)—1(5). 
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Докажем предварительно некоторые леммы 
3 . 1 . g (ßP ) = P для всякого слова Р в А. 
Справедливость этой леммы легко усматривается из равенства (2) 

[П. § 4 . 7]. 
3 . 2 . ®(Р) ~ g ( î t ( P ) ) (Р —слово в А). 
Это следует из равенства (4) согласно § 3 . 4 . 3 . 
3 . 3 . 23(Р) ~<S (®(Р)) (Р — слово в А). 
В самом деле, алфавит А содержится в алфавите Б алгорифма g 

[(1)], а этот алфавит — в объединении алфавитов алгорифмов @ и ®. Со
гласно (5) и § 3. 4. 3, мы имеем поэтому условное равенство 3. 3. 

3 . 4 . Если ряд слов Р 0 , Р , , . . . , Рп (п^>0) удовлетворяет условиям 
1 (1)—1 (5), то ïb(P) = Q. 

В самом деле, пусть ряд слов Р 0 , Р г . . . , Рп ( тг> 0) удовлетворяет 
условиям 1(1)—1(5). В силу 1(2), все эти слова суть слова в алфа
вите А, так как 21— алгорифм в А. Имеем поэтому 

(6) 

для ( 0 < О ' ^ и ) . Но 

(7) 

(8) 

Следовательно, 

[(6), (7)] , 

[(6), ( 8 ) ] . 

Рн-1> ß-P« удовлетворяет 

S > ( ^ - i ) - = S ( * t P « - i ) ) [3-2] 

= С1 ( 2)3 

3 (Л) = Р. ( 0 < ; < т г ) [(3), 1 (4 ) ] , 

%(Рп) = №п [(3), 1 (5) ] . 

Ф(Л_а) = ^ ( 0 < » < л ) 

В силу 1(1) и 1(3), ряд слов Р0, Pj,. 
условиям 

Р0 = Р> 
ß p n = ß < ? . 

Из слов P j , . . . , Л^-р ßP n лишь последнее начинается буквой ß, так как 
р4 — слова в алфавите А, не содержащем букву ß. 

Принимая во внимание всё установленное в предыдущем абзаце 
и учитывая, что А с Б С В , заключаем, что 

(9) ©(P) = ßC. 

Р и Q суть слова в А в силу 1(1) и 1(3). Имеем поэтому 

(Ю) W ) = <? [ 3 1 ] , 

( H ) g ( © ( / > ) ) = £ [(10), (9)] , 

S(i>) = <? L(li) 3 - 3 ] , 
что и требовалось доказать. 

3 . 5 . Если Р — слово в А и 23(Р) = <?, то существует ряд слое 
Р 0 , Р 3 , . . . , Рп ( я > 0 ) , удовлетворяющий условиям 1(1)—1(5). 
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Пусть, в самом деле, Р — слово в А и 

(12) 23(Р) = <?. 

Тогда 

(13) ® (©(/>)) = <? [(12), 3 . 3 ] . 

Обозначим © (Р) через R: 

(14) ® ( Р ) = Л . 

Согласно построению алгорифма ©, существует ряд слов i ? 0 , . . . , i? H 

(тг ^> 0), удовлетворяющий условиям 

(15) R0 = P, 

(16) © ( i ? , _ 2 ) = Ä , . ( 0 < г < л ) , 

(17) 

и такой, что i? n есть единственное из слов R17...,Rn, начинающееся 
буквой ß. 

Определим слова Р 0 , . . . , Р Л равенствами 

(18) Р . = Д , ( 0 < î < n ) , 

(19) ß P = A 

что возможно, так как Rn начинается буквой ß. 
Имеем 1(1) в силу (18) и (15). 
Покажем, что все Р< суть слова в А. 
Относительно Р 0 это верно в силу 1(1), так как Р по предположе

нию— слово в А. Допустим, что это доказано относительно Р ^ , где 
i — одно из чисел 1, , п . Покажем, что тогда Р . также есть слово 
в А. 

Принимая во внимание, что Рг_г — слово в А, получаем 

^ = [(16), (18)] 

(20) = 8 ( И ( Л - 1 » [ 3 . 2 ] . 

91 (Р#_ 3) есть слово в А, так как 2t— алгорифм в А. К этому слову 
применим алгорифм g [(20)], применимый лишь к тем словам в Ау 

к которым применим алгорифм ß. Следовательно, алгорифм ß приме
ним к 21(Р_ 7 ) . При г < т г слово ß (2t ( Р ^ ) ) не может быть пустым, 
так как тогда слово f$ (2t ( Р ^ ) ) , равное 7?̂  [(20)], начиналось бы. 
согласно (3), буквой ß: 

(21) ß(2t(P,_ 3 ) )=^A ( 0 < ï < n ) . 

С другой стороны, при i — n 

(22) в (Я (*,_,)) = А, 
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так как в противном случае слово (2t равное i? n , было бы, 
•согласно (3), словом в А и не могло бы поэтому начинаться буквой ß. 
Имеем теперь при 0 < i < тг 

Л = 8 ( В Д - А ) ) [(18), (20)] 

= 51(Л_ 1) [(21), (3)], 
тогда как при г = тг 

р Д ^ В Д ^ ) ) [(19), (20)] 

(23) = Е « ( Л - , ) [(22), (3)] 

(24) Д = Я (/>,_,) [(23), I- § 3 . 9 . 3 ] . 

Таким образом, предполагая, что Р^г— слово в А, мы установили 
справедливость равенства (24), из которого сразу следует, что Р% также 
есть слово в А. Следовательно, все Р4 суть слова в А. Вместе с тем 
мы видим, что равенство (24) имеет место при 0<^i^n, т. е., что 
соблюдается условие 1(2) . Из предыдущего мы усматриваем также, 
что неравенство (21) имеет место при 0<^i<^n и что 

6 (Я = А. 

Принимая во внимание 1 (2) , заключаем, что соблюдены условия 1 (4 ) 
и 1(5). Соблюдено, наконец, и условие 1(3) , так как 

<25) ® ( Р ) = УРЯ [(14), (17), (19)], 

i>„ = ß(ßP B) [3.1] 

= « ( © ( * ) ) [(25)] 

= Q [(13)]. 

Леммы 3.4 и 3.5 завершают доказательство теоремы 1.1 для рас
сматриваемого частного случая. 

4. Докажем теперь теорему 1.1 в общем случае. 
Пусть 2t и S — нормальные алгорифмы. Построим объединение А 

их алфавитов. Построим формальные распространения 2^ и Кх алгориф
мов 21 и 6 на алфавит А [§ 1 . 5 . 3 ] . 

2tj и S x суть нормальные алгорифмы в А [§ 1. 5 . 1 ] . Согласно только 
что доказанному, может быть построен нормальный алгорифм 23 над А 
со свойством: 23 тогда и только тогда перерабатывает слово Р в алфа
вите А в слово Ç, когда существует ряд слов Р 0 , Р1У...,Рп ( я > 0 ) , 
удовлетворяющий условиям 1(1) , 1(3) и условиям 

<1) Р^ЩР^г) ( 0 < £ < » ) . 

(2) М Д ) ^ А ( 0 < i < n ) , 

<3) М Д ) = А. 
Но 

Я, ( R ) ~ % ( R ) , 

( R ) ~ S ( R ) 
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для любого слова R [§ 1 .5 .4 ] . Поэтому условия (1)—(3) равносильны 
условиям 1 (2 ) , 1 (4) , 1 (5) . Таким образом, алгорифм 23 обладает свой
ством, требуемым в теореме 1.1, которая, следовательно, доказана. 

5. В теореме 1.1 речь идет о повторном применении данного нор
мального алгорифма до тех пор, пока не получится слово с желаемым 
свойством, причем само исходное слово не испытывается на это свой
ство. Соответственно этому требуется положительность числа п после
довательных применений алгорифма 21 и в условии 1 (4) индекс i про
бегает лишь положительные значения, меньше /г. 

Может, однако, оказаться нужным начать испытания на желаемое 
свойство уже с самого исходного слова. Процесс заканчивается в этом 
случае на исходном слове, если оно обладает этим свойством. Если же 
оно им не обладает, то к нему применяется алгорифм 21, и далее про
цесс идет, как описано выше. Этому видоизменению повторения алго
рифма 21, управляемого К, соответствует следующее видоизменение 
теоремы 1.1. 

5 . 1 . Каковы бы ни были нормальные алгорифмы 21 и S , может быть 
построен нормальный алгорифм © над объединением А их алфавитов 
со следующим свойством: © тогда и только тогда перерабатывает 
^лово Р в алфавите А в слово Q, когда существует ряд слов Р0,...,Рп 

(п^О), удовлетворяющий условиям 1 (1)—1(3) , 1 (5) и условию 

<1) S ( P , . ) ^ A ( 0 < z < « ) . 

Отличие от теоремы 1.1 состоит здесь в том, что для п допускается 
значение 0 и условие 1(4) заменяется условием (1), в котором i при
нимает наряду с положительными значениями также и значение О 
(если п > 0 ) . 

Теорема 5 .1 может быть доказана следующим образом. 
Пусть 21 и (£ — произвольные нормальные алгорифмы; А — объедине

ние их алфавитов. Построим тождественный нормальный алгорифм 21А, А 
в алфавите А [II. § 4 . 2 ] . Построим нормальный алгорифм над А 
согласно теореме 1.1 таким образом, чтобы он обладал свойством, 
указанным в этой теореме. К алгорифмам 21А, А, 23 и S применим теорему 
разветвления § 5 . 1 . 1 . Построим согласно этой теореме нормальный 
алгорифм © над объединением алфавитов этих алгорифмов, т. е. над 
алфавитом Б алгорифма 23, таким образом, чтобы соблюдались условия 

42\ Ъ(Р^~1 Яа- А (Р) {Р ~ СЛ0В° В Б' S {Р) = А) 

\ ) I (i> —слово в Б, S ( P ) ^ A ) 

и чтобы алгорифм © был применим лишь к тем словам в Б, к кото
рым применим алгорифм (£. Тогда © является искомым алгорифмом. 

В самом деле А С Б, так как 23 есть алгорифм над А и вместе 
с тем алгорифм в Б. Поэтому © как алгорифм над Б есть алгорифм 
яад А. 

Пусть Р — слово в A, Q—некоторое слово и пусть существует ряд 
слов Р0,. ,.,РЛ (тг^ 0), удовлетворяющий условиям 1 (1)—1 (3) , 1 (5) 
и (1). 

Если / г > 0 , то, так как из соблюдения условия (1) следует соблю
дение условия 1(4) , имеем ряд слов Р0, Рг,..., Рп ( т г > 0 ) , удовлетво-
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ряюший условиям 1(1)—1(5). Согласно построению алгорифма 23, имеем; 
поэтому 

(3) ЗД=<?-

С другой стороны, в этом случае 

(4) Ш,(РА)^А [(!)]> 

(5) &(Р)^А [(4), 1(1)] г 

откуда, принимая во внимание, что А С Б, заключаем, что 

(6) Ъ(Р)~%(Р) [(5), (2)Ь 

(7) £>(Р) = <? [(6), ( 3 ) ] . 

Если же п—0, то 

Q=P [1(1), 1 (3)1 

= Я А , Д ( . Р ) , 

так как 21А, л — тождественный алгорифм в А. С другой стороны, в этом: 
случае 

(8) е ( Д ) = А [ i (5 ) ] r 

(9) d(P)=A [(8), 1(1)] r 

Ф ( / > ) ~ 2 1 Д ) А С Р ) [ (9) , (2)] . 

Следовательно, при п = 0 равенство (7) также имеет место. 
Таким образом, это равенство имеет место для слова Р в А и слова Qr 

если существует ряд слов Р0,.ЛШ,РЛ ( л ^ О ) , удовлетворяющий усло
виям 1(1)—1(3) , 1(5) и (1). 

Допустим теперь, что равенство (7)' соблюдено для слова Р в А 
и некоторого слова Q. Так как А С Б, а алгорифм 3D применим лишь 
к тем словам в Б, к которым применим алгорифм К, последний при
меним к слову Р. 

Если &(Р)=£А, то, в силу (7) и (2), имеет место равенство (3) . 
Поэтому существует ряд слов Р 0 , Р19..., Рп ( т г > 0 ) , удовлетворяющий 
условиям 1 (1)—1 (5). Так как S (Р)=^Л, имеем, в силу 1 (1), 6 (Р0)=^=Л. 
Совместно с 1(4) это дает условие (1). Таким образом, в этом случае-
существует ряд слов Р0,...,Рп ( ?г^0) , удовлетворяющий условиям 
1(1)—1 (3), 1(5) и (1). 

Если же (£(/>) = А, то, в силу (7) и (2), 

= Q . 

Полагая Р0 = Р, получаем в этом случае ряд слов Р0,...,Рп с п = 0г 

удовлетворяющий условиям 1 (1)—1 (3), 1(5) и (1). (От условий 1 (2> 
и (1) в этом случае ничего не остается). 
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Таким образом, при соблюдении равенства (7) для слова Р в А 
и какого-нибудь слова Q существует ряд слов Р0,и.., 1 \ , удовлетворяю
щий условиям 1(1)—1(3) , 1(5) и (1), что и оставалось доказать. 

6. Часто бывает нужно повторно применить данный алгорифм 
к произвольному слову произвольное число раз, что дает новый алго
рифм. Данное число применений первоначального алгорифма следует 
тогда рассматривать как одно из исходных данных для нового алго
рифма. При оформлении нового алгорифма в виде алгорифма в некото
ром алфавите это число должно так или иначе включаться в исходное 
слово и быть однозначно извлекаемым из этого слова. Применяя для 
записи чисел алфавит Ч [I. § 3 . 1 3 ] , мы можем, например, выражать 
исходные данные для нового алгорифма словом вида п*Р, где п—слово 
в алфавите Ч, выражающее заданное число последовательных приме
нений первоначального алгорифма 2t, Р — исходное слово в алфавите 
алгорифма 21. Если А есть этот алфавит, то новый алгорифм имеет 
алфавит A (J С [I. § 2 . 6 ] . (При этом как , так и * может быть буквой 
алфавита А). Следующая теорема показывает, что это построение новых 
алгорифмов по данным также ведет от нормализуемых алгорифмов 
к нормализуемым алгорифмам. 

6 . 1 . Каков бы ни был нормальный алгорифм 2t в алфавите А, может 
быть построен нормальный алгорифм 23 над алфавитом A U С такой, 
что равенство 

тогда и только тогда имеет место для слова Р в А, слова Q и числа п, 
когда существует ряд словР0,.. .,Рп, удовлетворяющий условиям 1 (1)—1(3). 

Докажем эту теорему. 

Построим нормальные алгорифмы £ , @, g, ©, Ä в алфавите В 
со схемами 

<i) %(п*Р) = 0 

Пусть 

В = Б U { о с } . 

Б = А U С, 

j «1^ • 
i а * £ - * а * ( £ € Б) 

а | - > а 

а * - > • 
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Построим нормальные композиции ©о @ и % о g. Это — нормальные* 
алгорифмы над В [§ 3 . 4 . 2 ] . Построим нормальный алгорифм §> над В. 
согласно теореме объединения [§ 4 . 1 . 1 ] таким образом, что 

(4) (©о Ш(<?) (<? —слово в В) . 

Построим нормальный алгорифм 5D над алфавитом Г алгорифма ф 
согласно теореме 5.1 таким образом, чтобы он обладал следующим 
свойством: 55 тогда и только тогда перерабатывает слово Я в алфавите-
Г в слово S, когда существует ряд слов i ? 0 , . . . , i ? M (гс^О), удовлетво
ряющий условиям 

(5) Д 0 = Л, 

(6) (0 

(7) Д . = * , 

(8) 6 ( Л , ) ^ А ( 0 < i < # i ) , 

(9) Œ(/y = A. 

Построим, наконец, искомый алгорифм SB как нормальную компози
цию алгорифмов 55 и $: 
(10) 23 = & о ® . 

33 является нормальным алгорифмом над объединением алфавитов 
алгорифмов А и Ф [(Ю), § 3 . 4 . 2 ] , а так как Ä — алгорифм в В , 33 
есть алгорифм над В и, значит, над Б [(3)]. Покажем, что этот нор
мальный алгорифм над Б обладает требуемым свойством. 

Для этого установим некоторые леммы, относящиеся к алгорифмам 
£ , S , g, ©, Ж и ф. В леммах 6 .2—6.7 п означает произвольное нату
ральное число, Р— произвольное слово в алфавите Б. 

6 .2 . <£(п*Р) = (п— ( л > 0 ) . 
6 .3 . <£(*/>) = А. 
6 .4 . ® (п*Р) = п. 
6 .5 . $ ( л * Р ) = А 
6 .6 . ©(тг) = тг — 1 (тг>0) . 
6 .7 . St(*P) = P. 
В справедливости этих лемм мы легко убеждаемся из рассмотрения 

схем алгорифмов 6 , 6 , g, ® и й. 
6 .8 . ф(?г*Р) - (Л— l)*«( i>) ( т г > 0 , i> —слово <? А). 
В самом деле, если п — отличное от нуля натуральное число, Р — 

слово в А, то w*P есть слово в Б и потому 

(©о &)(п*Р)~®(&(п*Р)) [(3), § 3 . 4 . 3 ] 

^®(п) [ 6 . 4 ] 

= n—1 [ 6 . 6 ] г 

откуда 

(И) (©о <l)(n*P)=zn—l; 

( « о 8 ) ( п * / > ) ~ « ( 8 ( д . Р ) ) [(3), § 3 . 4 . 3 ] 
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(12) ~ Я ( / > ) [ 6 - 5 ] ; 

ф ( и * / > ) ~ ( © ° 8 ) ( л * Р ) * ( « в g) (»*!>) [(4)] 

~ ( n — l ) * * ( i > ) [ (H) , (12)] , 

что и требовалось доказать. 
6.9. £(#) — £($>(#)) (Ä — слово в В) . 
Это, согласно § 3.4.3, следует из (10). 
Допустим теперь, что слово Р в А, слово Q и число п таковы, что 

существует ряд слов Рп,.. , Ри, удовлетворяющий условиям 1 (1)—1 (3). 
В силу 1(1) и 1(2), Pi суть слова в А, так как 31 — алгорифм в А. 
Положим 
(13) Rt = (n— i)*P%- ( 0 < i < w ) . 

Имеем 

Л0 = п*Р [(13), 1 ( 1 ) ] , 

(14) Д„ = *<? [(13), 1 ( 3 ) ] . 

При 0 < £ ^ / г имеем 

Д , = ( я _ ( , - — D - l ) . « ^ ) [(13) , 1(2)] 

= ф((л —(i — l ) ) « i > M ) [6 .8] 

При O ^ i и м е е м 

6(Д,) = ( л— i — 1)*Р,- [(13), 6 .2] 

тогда как 
6 ( i ? „ ) = A [(14), 6 . 3 ] . 

Таким образом, ряд слов i ? 0 , . . . , i? w удовлетворяет условиям 
(5 ) - (9 ) , где 

(15) i ? = 7 Z * / > , 

(16) S = *Q. 

R является здесь словом в алфавите Б [(15)], содержащемся в алфа
вите В [(3)]. Последний же содержится в алфавите Г алгорифма ф 
над В . Следовательно, R есть слово в алфавите Г. Согласно построе
нию алгорифма S), заключаем, что 

(17) Ф(Д) = дУ. 
Имеем 

<В(ге*Р)~5£(Ф(Д)) [(15), 6 .9 ] 
[ (17) , (16)] 

= Q [ 6 . 7 , 1 ( 3 ) ] . 
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Таким образом, равенство (1) имеет место, коль скоро существует 
ряд слов PQ1...,Pn, удовлетворяющий условиям 1(1)—1(3). 

Допустим теперь, что это равенство имеет место для слова Р в А, 
слова Q и натурального числа п; покажем, что тогда существует ряд 
слов Р0,...,Рп, удовлетворяющий условиям 1(1)—1(3) . 

Имеем 
StÇS){n*P)) = Q [(1), 6 . 9 ] , 

и, полагая 
<18) S = %)(n*P), 
имеем 

(19) ft (£) = <?. 
Согласно построению алгорифма Ф и в силу (18), существует ряд 

слов J ? 0 , . . . , Rmi удовлетворяющий условиям 

<20) jR0 = n*P, 

(21) Д, = Ф(Д<-1) (0 < * < ! » > , 

(22) Bm = S, 

<23) 6 ( Д ) ^ А ( 0 < î < m ) , 

<24) « (Д . ) = А. 
Обозначим буквой I меньшее из чисел m ж п. 

Покажем индукцией по i, что каждое из слов R^Q^i^l) может 
быть представлено в виде (п — i)*P{, где Р{—слово в А. 

Это верно относительно слова i? 0 , равного п*Р [(20)]. В качестве Р0 

нужно при этом взять слово Р в алфавите А. 
Допустим, что для некоторого i ( 0 < г ^ / ) имеем 

(25) Ä.-i = ( » — ( * - l ) ) 

где Р(_г — слово в А. Тогда 

Д , « 2 1 ) J 

= (n-i)*%(Pi_1) [(25), 6 . 8 ] , 

причем мы убеждаемся в применимости алгорифма 3t к слову Р ^ . 
Таким образом, при нашем предположении имеем 

Д , = (п— i)*Pf, 
где 

Так как ÎI — алгорифм в A, Pi есть слово в А. 
Имеем, следовательно, 

< 2 6 ) Я, = (л— i)*i>. ( 0 < z < Z ) , 

где Д = Р и Pt — слова в А, удовлетворяющие условиям 

<27) Р<=Ъ(РМ) ( 0 < i < Z ) . 
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m не может быть меньше п, так как тогда мы имели бы 

(28) 1 = т, 

Rm = Ri [(28)] 
( 2 9 ) = (п-т)*Рт [ ( 2 6 ) , ( 2 8 ) ] , 

6 (Rm) = (n — m-l)*Pm [ ( 2 9 ) , 6 . 2 ] 

вопреки (24). Следовательно, 

( 3 0 ) 

( 3 1 ) 1 = 71 [ ( 3 0 ) ] , 

( 3 2 ) Rn=*Pn 
[ ( 3 1 ) , ( 2 6 ) ] , 

( 3 3 ) < £ ( £ „ ) = Л [ ( 3 2 ) , 6 . 3 ] , 

( 3 4 ) П = 7П [ ( 3 3 ) , ( 2 3 ) , ( 3 0 ) ] , 

( 3 5 ) *Pn = S [ ( 3 2 ) , ( 3 4 ) , ( 2 2 ) ] 
> 

[ ( 3 5 ) , 6 . 7 , ( 1 9 ) ] , 

Р< = Я ( iV i ) (0 < i < л) [(27), (31)]. 

Так как, кроме того, Р0 = Р, ряд слов Р0,..т, Рп удовлетворяет усло
виям 1(1), 1(2) и 1(3) , что и требовалось доказать. 

§ 7 . Перевод алгорифма 
1. В I . § 6 мы ввели понятие «перевода» слова. Мы рассматри

вали там алфавиты 

(1) A = B U K ß } 

И 

( 2 ) B = B U { Y I — Y*b 

где В есть некоторый (может быть, пустой) алфавит; ос, ß, у г . . . , 
уЛ — буквы, не принадлежащие этому алфавиту, причем c t ^ ß и буквы 
Y ^ . . . , yfc все различны. Мы определили перевод произвольного слова 
в Б как некоторое слово в А, по которому исходное слово в Б может 
быть однозначно восстановлено [I. § 6 . 2 ] . 

В I I . § 4. 14 мы построили нормальный алгорифм ü£ над алфавитом 
AU Б, перерабатывающий всякое слово в алфавите Б в перевод этого 
слова. 

Рассмотрим теперь какой-нибудь нормальный алгорифм 23 в алфа
вите Б. Заменяя в схеме этого алгорифма левые и правые части фор
мул подстановок их переводами, мы получим некоторый список фор
мул подстановок в алфавите А. Этот список является схемой некоторого 

10 А А. Марков 
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нормального алгорифма 3t в алфавите А. Алгорифм 2t, однозначно 
определяемый алгорифмом S3, мы будем называть переводом алгорифма 23. 

1.1. Перевод всякого нормального алгорифма в алфавите Б есть нор
мальный алгорифм в алфавите А. 

2. Докажем следующую теорему. 
2.1. Т е о р е м а п е р е в о д а . ЕслиЪ— нормальный алгорифм в алфа

вите Б и 21 — перевод этого алгорифма, то 

(1) 2t ( £ ( / > ) ) - 2 (33 (P)) (Р — слово в Б). 

3. Заметим прежде всего, что, по определению перевода алгорифма, 
между формулами подстановок алгорифма 23, с одной стороны, и фор
мулами подстановок алгорифма 2t — с другой, имеется сохраняющее 
порядок взаимно-однозначное соответствие, при котором простым фор
мулам соответствуют простые формулы, а заключительным — заключи
тельные; левая (правая) часть формулы, соответствующей какой-либо 
формуле подстановки F алгорифма 23 есть при этом перевод левой 
(правой) части формулы F. 

Докажем некоторые леммы. 
3.1. Если 23 : Р \— <?, то 2t : [Pz |— [Q\ 
В самом деле, пусть 25 : P I—Q. Р является тогда словом в алфа

вите Б. Рассмотрим формулу F, применяемую при первом шаге работы 
алгорифма 23 над словом Р. Эта формула простая. Пусть 

F=A->B, 

где А и В— слова в Б. Имеем тогда 

Q=^(P, А, В) [II. § 3 . 5 , I . § 4 . 6 ] , 
откуда 

(1) [<?т = 2 ( [ ^ \ U\ LEO [I. § 6 . 3 . 1 0 ] . 

Левые части формул подстановок алгорифма 23, предшествующих F, 
не входят в Р. Поэтому переводы этих левых частей, т. е. левые части 
соответствующих формул подстановок алгорифма 2t, не входят в [Рх 

[I. § 6 . 3 . 4 ] . Таким образом, в [РТ не входят левые части формул, 
предшествующих в схеме 21 простой формуле 

[AX-+[BX, 

соответствующей F. В силу (1), имеем поэтому 2t : [Рх |— [Qx [II. § 3 . 5 ] 7 

что и требовалось доказать. 
Совершенно аналогично этому доказывается лемма 
3.2. Если 23 : P |— - Q, то 2t : [Рх |— . [Qx. 
Из теоремы I. § 6 . 3 . 4 непосредственно следует 
3.3. Если 23 : Pi , то 2t : [Pxl . 
Докажем следующие три леммы. 
3.4. Если Р — слово в Б и 2t : [Рх I—R, то существует такое слово 

Q в Б, что 23:РЬ-<? « # = [ < ? т . 
3.5 . Если Р — слово в Б и %:[РХ\ R, то существует такое 

слово Q в Б, что 23 : Р |— • Q и R= [Qx. 
3. 6. Если Р —слово в Б и 2t : [Рх1 , то 23 : Pi . 
Лемма 3 .4 . доказывается следующим образом. 
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Пусть Р— слово в Б и 2t : [Pr \—R. Тогда имеет место одно из 
трех: или существует такое слово Q, что 33 : Р j—Q, или существует 
такое слово <?, что 23 : i> |— или S3 : Pi [П. § 3 . 6 . 1 ] . Во втором 
случае мы имеем, однако, 21 : [Рх | [<?Т [3.2], в третьем — 21 : [Рх1 
[3.3]. Так как ни то, ни другое не совместимо с предположением, что 
<&:[РХ\—R [II . § 3 . 6 . 1 ] , эти случаи отпадают. Таким образом, суще
ствует такое слово Q, что S3 : P |— Q. Имеем поэтому 2t : [Рх ]— [QT [3.1]. 
А так как, согласно предположению, 2t : [Рх j — R , имеем R=[QX 

[II. § 3 . 6 . 1 ] , что и требовалось доказать. 
Аналогичным образом доказываются леммы 3.5 и 3.6. 
Докажем теперь некоторые дальнейшие леммы. 
3. 7. Если S3 : /> | = . Ç, то %:[РХ\=. [Qx. 
Это легко доказывается с помощью 3.1 и 3.2. 
3 .8 . Если %:P\=Ql , то %: [Px\=[Qxi . 
Это легко доказывается с помощью 3.1 и 3.3. 
3.9. Если Р — слово в Б и 21 : [Рх ]= • S, то алгорифм 23 приме

ним к Р. 
В самом деле, пусть Р — слово в Б и 21 : [Рх \= • S. Тогда суще

ствует такой ряд слов SQi Sv. . ., Sn (п^>0), что 

(2) 2 t : ^ 0 | _ ^ | _ . . . | _ s ^ i - . ^ , 

(3) S0 = [P\ 

Покажем индукцией по г, что каждое из слов Si (0 ^ i <^ п) имеет 
вид [Q1, где Qi — слово в Б. Для S0 это верно согласно (3), так как 
Р — слово в Б. При этом Q0 = P. Допустим, что 

для некоторого / , меньшего или равного п, и некоторого слова 
в Б. Согласно (2), имеем тогда 

а :[<?;_! HS,, 
если j<^п, и 

если ] = п. В первом случае существует такое слово Qj, что S/—[Q? 
и 23 : Çy—i I—Qj [З.4.]. Во втором случае существует такое слово Qj, 
что Sj=[QX; и 33:Ç/_Ï| Qj [3.5]. В обоих случаях Q1 есть слово 
в Б, так как 33 — алгорифм в Б. Мы доказали, таким образом, наще 
утверждение о виде слов S{. Вместе с тем мы получили такой ряд 
слов Q0, Q13. . . , Ç n , что 

2 3 : < ? o l - £ i ] - . . . ] - < ? « - ! | - * < ? п , 

причем Qö=zP. Следовательно, алгорифм 33 применим к Р, что и тре
бовалось доказать. 

^ 3 . 10 . Если Р — слово в В и 2t : [Рх \= Si , то алгорифм 23 приме
ним к Р. 

Эта лемма доказывается аналогично предыдущей. 
3 . 11 . Если алгорифм 23 применим к Р, то 

%([РХ) = [%(Р)Х. 
ю* 
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В самом деле, пусть алгорифхМ 23 применим к Р и пусть 

v<4) 2 3 ( P ) = Ç . 

Тогда 2 3 : Р | = . < ? или 23 : Р | = <?1 [И. § 3 . 6 . 3 ] . В первом случае 
'%:[PZ\=.[QX [3.7]; во втором 2t : [Рх |= [Qxl [3.8]. В обоих случаях 

21([Л = [^ [И. § 3 . 6 . 3 ] 

= [23(Р)Т [(4)], 
что и требовалось доказать. 

3.12. Если алгорифм % применим к [Рх, где Р —слово в Б, то 
алгорифм 23 применим к Р. 

В самом деле, если алгорифм 21 применим к [Р т, то существует 
такое слово S, что 21: [Рх\= • S или 21 : [Рх \=Si [И. § 3 . 6 . 3 ] . В обоих 
случаях 23 применим к Р [ 3 . 9 , 3 . 1 0 ] , что и требовалось доказать. 

Из лемм 3.11 и 3.12 непосредственно следует условное равенство 

%([РХ)~ [23(Р)Т (Р — слово в Б), 

которое может быть переписано в виде 2(1) [П. § 4 .14 (11)]. Этим 
теорема 2.1 доказана. 

4. Выведем теперь некоторые следствия из теоремы перевода. 
4.1. Всякий нормальный алгорифм в алфавите Б эквивалентен отно

сительно алфавита В своему переводу. 
В самом деле, рассмотрим какой-нибудь нормальный алгорифм 23 

в алфавите Б и его перевод 21.21 есть нормальный алгорифм в алфа
вите А, 

В С А [(1)], 

В С Б [(2)]; 

следовательно, 21 и S суть алгорифмы над В . Покажем, что они 
эквивалентны относительно В . 

Заметим для этого, что для всякого слова Р в алфавите В 

(1) %{Р)=Р [П. § 4. 14(11) , I, § 6 . 2 . 2 ] . 

Если алгорифм 23 перерабатывает слово Р в алфавите В в слово 
в этом же алфавите, то мы имеем равенство (1) и аналогичное равен
ство для слова 23 (Р) 

< 2 ) £(23(Р)) = 23 0Р). 

Из равенств (1), (2) и условного равенства 2 (1 ) непосредственно 
следует равенство 

(3) 2 i ( P ) = S ( i > ) , 

которое., таким образом, имеет место, коль скоро Р есть слово в В , 
перерабатываемое алгорифмом 23 в слово в этом же алфавите. 

Заметим дал^е, что всякое слово, перерабатываемое алгорифмом £ 
в слово в алфавите В , само является словом в В. Это следует из 
равенств IL | 4 .14(11) , I . § 6 .2 (2 ) , I. § 6 .1(4) . 
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Рассмотрим теперь слово Р в В , перерабатываемое алгорифмом 3t 
в слово в этом же алфавите. В силу (1), имеет смысл 3t {% (Р)) и 

(4) 51 ( ï (i>)) = «( />) . 

В силу 2 (1 ) и (4 ) , имеет смысл £(23(Р)) и 

£ ( 2 3 (/>)) = Я (i>). 

Следовательно, имеет смысл и 23 (Р), причем алгорифм 5£ перераба
тывает слово 23 (i 5) в слово 2t (Р) в В . Согласно сделанному только 
что замечанию, отсюда следует, что 23 (Р) есть слово в В . Наконец, 
из этого следует, по доказанному выше, что имеет место равенство (3). 

Это равенство соблюдается, таким образом, коль скоро Р есть 
слово в В , перерабатываемое алгорифмом 21 в слово в этом же алфа
вите. 

Этим завершено доказательство эквивалентности алгорифмов 21 и 23 
относительно алфавита В . 

До сих пор мы считали фиксированными алфавит В и буквы 
ос, ß, Y J , . . . , ук. Лишь при фиксации этих объектов получают опре
деленный смысл понятия перевода слова и перевода алгорифма. В даль
нейших теоремах этого параграфа речь идет о произвольном алфавите В . 

4.2. Т е о р е м а п р и в е д е н и я . Пусть а и ß — отличные друг от 
друга буквы, не принадлежащие алфавиту В . Тогда всякий нормаль
ный алгорифм над В эквивалентен относительно В некоторому нор
мальному алгорифму в В U {а , ß}. 

В самом деле, пусть 23 — произвольный нормальный алгорифм над В . 
Покажем, что он эквивалентен относительно В некоторому нормаль
ному алгорифму в В U {а , ß}. 

Пусть Б означает алфавит алгорифма 23. Тогда В с Б. Перенуме
руем буквы алфавита Б \ В . Пусть 

Б \ В = { у 1 ? . . . , ук), 

где Y J , . . . , Yfc попарно различны. Полагая 

(5) А = В U (а, ß}, 

имеем ситуацию, описанную в I . § 6 . 1 . Можно, следовательно, строить 
переводы слов в Б и перевод алгорифма 23. Пусть 2t означает пере
вод 23. Тогда 2t есть нормальный алгорифм в А, т. е. в В U (a, ß) [(5)]» 
и 23 эквивалентен 2t относительно В 4. [1]. Таким образом, 23 эквива
лентен относительно В некоторому нормальному алгорифму в В U {ос, ß}, 
что и требовалось доказать. 

Мы назвали теорему 4.2 «теоремой приведения», так как она по
зволяет «приводить» всякий нормальный алгорифм над алфавитом В 
к эквивалентному относительно В нормальному алгорифму в алфа
вите В U {ос, ß}, получаемом из В путем присоединения к В - всего 
двух новых букв. H. М. Нагорному I 1 1] удалось показать, что число 
новых букв может быть даже сведено здесь к единице, т. е. что имеет 
место следующая теорема приведения. 

4.3. Пусть a l £ В . Тогда всякий нормальный алгорифм над В 
эквивалентен относительно В некоторому нормальному алгорифму 
в В U { а } . 
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Естественно возникает вопрос, нельзя ли здесь совсем обойтись 
без новых букв, т. е. не является ли верным и следующее утвер
ждение: «всякий нормальный алгорифм над алфавитом В эквивалентен 
относительно В некоторому нормальному алгорифму в В». На этот 
вопрос можно, однако, дать отрицательный ответ, как показывает сле
дующая теорема H. М. Нагорного [ и ] . 

4 . 4 . Удваивающий нормальный алгорифм g B над алфавитом В 
p l . § 4.12] не эквивалентен относительно В никакому нормальному 
алгорифму в В. 

В заключение этого параграфа приведем еще одно следствие из 
теоремы перевода, используемое в дальнейшем. 

4 . 5 . Пусть а и ß— отличные друг от друга буквы, не принадле
жащие алфавиту В . Тогда, каков бы ни был нормальный алгорифм 23 
над В, может быть построен нормальный алгорифм в В U {а, ß}, при
менимый к тем и только к тем словам в В , к которым применим 33-

Пусть, в самом деле, 33 — нормальный алгорифм над В , Б — его 
алфавит. Положим A = B U {a, ß}. Как в доказательстве теоремы 4 . 2, 
мы имеем тогда ситуацию, описанную в [I. § 6 . 1 ] , и можем построить 
перевод 51 алгорифма 23- Согласно теореме перевода, имеет место услов
ное равенство 2 (1 ) . В применении к словам Р в алфавите В полу
чаем 

(6) 9t (23 (P)) (Р — слово в В) [2 (1) , (1) ] . 

Но алгорифм £ применим ко всякому слову в алфавите Б и, значит, 
применим к 23 (.Р), коль скоро алгорифм 23 применим к Р. Следова
тельно, правая часть равенства (6) имеет смысл, коль скоро 23 при
меним к А В силу (6), 51 (Р) имеет смысл для тех же слов Р в В. 
Таким образом, алгорифмы 5t и 23 применимы к одним и тем же сло
вам в алфавите В , что и требовалось доказать. 

§ 8. Некоторые алгорифмы, связанные с матрицами 

1. Мы применим сейчас теоремы этой главы к построению некоторых 
нормальных алгорифмов, связанных с целочисленными матрицами. 
Эти алгорифмы будут нам нужны в дальнейшем [VI. § 10]. 

Под матрицей мы будем в дальнейшем понимать квадратную 
матрицу с целыми коэффициентами. Исключение составляют мат
рицы Отн [2]. 

Будем записывать произвольные целые числа в виде слов в алфа
вите целых чисел Ц [I. § 2 . 6 ] : положительные целые числа, попреж-
нему, в виде рядов вертикальных черточек, отрицательные целые 
числа в виде таких рядов со знаком «минус» слева, нуль в виде 
пустого слова. Например, 

-ши 
будет означать число «минус пять». 

Матрицы мы будем следующим образом записывать в виде слов 
в алфавите матриц M [I. § 2 . 6 ] . Выписываем друг за другом эле
менты 1-й строки матрицы, отделяя их друг от друга звездочками, 
ставим затем квадратик, затем выписываем элементы 2-й строки матрицы, 
отделяя их друг от друга звездочками, ставим квадратик и т. д., 
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пока не дойдем до последнего элемента последней строни матрицы. 
Матрица 

Г 3 0 — 2 " 
1 1 5 
1 2 0_ 

запишется, например, так 

I I I — I I D I * M I I I I D - M K 
Число квадратиков в записи матрицы всегда на единицу меньше числа 
ее строк, а число звездочек между любыми двумя последовательными 
квадратиками на единицу меньше числа столбцов. В дальнейшем мы 
будем отождествлять всякую матрицу с ее записью. 

2. Обозначим через 1 Н единичную матрицу /г-го порядка, через 
Опт — нулевую матрицу с п строками и m столбцами. 

В частности, 

(1) / а = 1 * а * 1 . 

3. Прямой суммой матриц M ж N называется матрица, составляе
мая по схеме 

On 

где m — порядок матрицы M, п — порядок матрицы N. 
Прямую сумму матриц M ж N мы будем обозначать через 

M + N. 

Рассмотрим прямую сумму / 2 + ^ единичной матрицы 1 2 и матрицы 
2-го порядка N. 

Если 

(i) 
то 

N 1 л Nn]' 

I, + N = 

r i о О 
О 1 о 

о п 
о 

О 0 Nn N12 

L0 О Nu 7V 2 2 J , 
Записью N является тогда слово 

(2) _ Nu*N^nNu*Nn, 
а записью Iz-\-N — слово 

(3) I*** • * ! * * • **Nn*NnO**N21*Nn. 
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Легко достроить нормальный алгорифм, перерабатывающий всякое 
слово (2) в слово (3). Для этого воспользуемся нормальными алго
рифмами 

^ • = ^ { | , - , * } , • 

перерабатывающими слово (2) в слова Nn*N10 и Nil*N22 соответственно 
III. § 4.10]: 

(4) S3(N)=Nu*Nli, 

(5) @ G ( A 0 = 7V2,*7V22. 

Привлечем также нормальные алгорифмы 

g gf#**C3*l * *•** 
и 

£) = <£§**, 
перерабатывающие всякое слово в алфавите M в слова ! * * * • * ! * * • * * 
и • * * соответственно [И. § 4 . 7 ] . S D , ® Q , Е й © суть нормальные 
алгорифмы в алфавите М. Применяя к ним теорему § 4 . 4 . 1 , построим 
такой нормальный алгорифм 9t над М, что 

%(Р)~£(Р)ЗИ(Р)Ъ(Р)®А (Р) (Р — слово в М). 

Тогда, как нетрудно видеть, 

yi(Nn*N12 Q Nn*N22)=\*** • * | * * • **7V1 3 *iV ] 2 • **N21*N22 

для любых целых чисел Nlv Nn, N2l и N22. 
Таким образом, % есть нормальный алгорифм над алфавитом М, 

перерабатывающий всякую матрицу N 2-го порядка в матрицу 1 2 -}- N. 
Аналогичным образом может быть построен для любой постоянной 

матрицы А 2-го порядка нормальный алгорифм над М, перерабатываю
щий всякую матрицу N 4-го порядка в матрицу N + A. 

4. Будем говорить о матрице, что она унимодулярна, если ее опре
делитель равен 1. 

Если матрица 3(1) унимодулярна, то для обратной матрицы имеем 

(i) i v - 1 ^ 
7V22 ( - 1 ) X N, 

L ( - l ) X Nn Nn_ 

Для построения нормального алгорифма, перерабатывающего уни-
модулярную матрицу N 2-го порядка в матрицу N~l

f построим прежде 
всего нормальный алгорифм умножения целого числа на (—1), перера
батывающий всякое целое число TV в число (—1) X N. 

Применение этого алгорифма к положительному числу должно сво
диться к приписке слева знака минус, его применение к отрицательному 
числу должно сводиться к отбрасыванию знака минус, а пустое слово 
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алгорифм должен перерабатывать в пустое слово. Нетрудно видеть, 
что нормальный алгорифм 9Ï в алфавите Ц со схемой 

работает именно так. Имеем, таким образом, 

(2) Я(Л0 = (—1) XN 

для всякого целого числа N. 
Воспользуемся теперь алгорифмами 3 Q и © G [3], а также анало

гичными нормальными алгорифмами 

перерабатывающими всякую пару чисел N2*N2 в числа Nx и N2 соот
ветственно [II. § 4 . 1 0 ] . Построим алгорифмы 233, 332, 3?3 и 33 4 следую
щим образом: 
(3) 3^ = 3*0 з а , 
<4) 232 = ©*о Д а , 

(5) 233 = 3*° @ п , 
(6) а з 4 = © * о © а . 

332, 333 и 234 суть нормальные алгорифмы над M [§ 3. 4. 2, (3)—(6)] 
и, в силу (3)—(6) и § 3 . 4 . 3 , имеем для любых чисел Nu, N12, N2} и N.n 

(7) ®1(iV) = iV1], 
(8) 232(iV) = ^ 1 2 , 
<9) 333(iV) = 7V2], 
<10) ^(N) = N,2, 
где 

<11 ) iV = 7Vn * 7V]2 • Na * W 2 2. 

Построим далее алгорифмы S, и ß 2 как нормальные композиции 
алгорифмов 332 и 233 соответственно с алгорифмом 9t: 
<12) g 1 = 3 î o 9 3 2 , 

<13) 6 2 = 9 1 " аз 3 . 
€j и 6 2 также суть нормальные алгорифмы над M [§ 3. 4. 2, (12), ( 1 3 ) ] , 
и для любых чисел Nn, iV12, iV2: и 7V22 имеем 

<14) М Л ) = ( - 1 ) Х Л Г М , 
(15) C8(iV) = ( — l ) X i V „ , 
где N попрежнему есть матрица, определяемая равенством (11) [(12) , 
(13), (8) , (9) , (2), § 3 . 4 . 3 ] . 
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К нормальным алгорифмам 234, 6м [П* § S j , g 2 > g*̂  у 23J 

над алфавитом M применим теорему § 4 . 4 . 1 , согласно которой построим 
такой нормальный алгорифм (S над М, что 

(16) g ( л о ~ а з 4 (7V) ( л о s 2 (TV) e g (TV) S 2 (TV) e & (TV) а з , (TV) 

(TV—слово в M), 

Для матрицы TV, определяемой равенством ( И ) , будем иметь 

(17) ® ( i V ) = T V 2 2 * ( ( - l ) x T V 1 2 ) D ( ( - l ) X T V 2 3 ) * T V n [(16), (10) , 

(14), (15), (7 ) ] , 
так как 

(18) 

(19) 

6 U(TV)=* 

eg(TV) = D 

[И. § 4 . 7 ] , 

[И. § 4 . 7 ] . 

Но правая часть равенства (17) есть матрица TV""1, если матрица TV 
унимодулярна [(1)]. Таким образом, ® есть искомый нормальный алго
рифм над М, перерабатывающий всякую унимодулярную матрицу 2-го 
порядка в обратную матрицу. 

5. Будем говорить о матрице, что она положительна, если все ее 
коэффициенты неотрицательны и хотя бы один из них положителен. 
Иначе говоря, положительной мы будем называть матрицу, если знак 
минус не входит в ее запись, а вертикальная черточка входит. 

Положим 

A - P *1 
1 — L 0 1_ 

Имеем для любой матрицы 

(1) N= 

-G 
Ж , N. 

N, 
12 
22-1 

2-го порядка, согласно закону умножения матриц, 

(2) 

(3) 

А, X Nz= 

A,XN = 

N 21 N. 22 

* 1 1 

21 

Здесь и в дальнейшем косой крест означает умножение матриц.* 
Из равенств (2) и (3) следует, что матрицы Аг X N и А2 X TV поло

жительны, если матрица TV положительна. 
Построим нормальные алгорифмы 511 и 9t2, перерабатывающие поло

жительную матрицу TV в матрицы Аг X N и Аг X TV соответственно. 

* Это согласуется с применением косого креста как знака умножения чисел, 
так как числа суть матрицы первого порядка. 
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Для этого, принимая во внимание, что при записи натуральных 
чисел в виде слов в алфавите Ч сложение чисел просто сводится 
к написанию их рядом, перепишем равенство (1) в виде 4 ( 1 1 ) , равен
ства (2) и ( 3 ) — в виде 

<4) AlxN = NnN21*N12N22aN*l*N*L> 

<5) А2 xN=Nn*N22 • NnN2l*N12N22. 

В силу 4 (11 ) , имеем равенства 3 ( 4 ) , 3 ( 5 ) , 4 ( 7 ) — 4 ( 1 0 ) , 4 ( 1 8 ) , 4 ( 1 9 ) , 
дающие возможность переписать равенства (4) и (5) в виде 

Аг X N = ^ (N) 233 (N) 6 М (N) 232(N) 8 , (N) (N) ®а (N)> 

AzxN = $a(N)&v (N) ^ (N) 333 (N) <SM (N) 232 (N) 33, (N). 

Эти равенства показывают, что искомые нормальные алгорифмы 513 и 5t2 

над M могут быть получены на основе применения теоремы § 4 . 4 . 1 
к алгорифмам 23р 333, Е м , 332, 334, E g , © D и, соответственно, к 3 D ? 

€ м ' s r ЗЭ3, 6 м , 232, 334. Имеем тогда 

(6) 9Сг(Л0 = ^ х Л Г , 

(7) ^îl2(iV) = ^ 2 X i V 

для всякой положительной матрицы N 2-го порядка. 
6. Перейдем теперь к построению некоторых нормальных алгориф

мов над алфавитом А 0 (J M [I. § 2 . 6 ] . Нашей целью будет при этом 
доказательство следующей теоремы. 

6 . 1 . Может быть построен нормальный алгорифм 971 над алфавитом 
M U А 0, перерабатывающий всякое слово в алфавите А 0 в положитель
ную унимодулярную матрицу 2-го порядка и удовлетворяющий следую
щим условиям: 

<1) 9А(А) = 1 2 1 

(2) Ш{а) = А„ 

(3) Ш(Ь) = А2, 

<4) 9R (PQ) = SK (P) X 9К (Q) {P, Q — слова в А 0). 

Предварительно мы докажем следующую лемму. 
6 . 2 . Может быть построен такой нормальный алгорифм 23 над 

алфавитом M U {а, Ъ, с}, что 

(5) 33 (Р ас N) = Р с й х (N) (Р — слово в À 0, N — положительная 
матрица 2-го порядка), 

| 6 ) 33 (Р be N) = Р с %2 (N) (P — слово в А 0, N — положительная 
матрица 2-го порядка). 

Здесь 51j и й 2 — нормальные алгорифмы, построенные в пункте 5. 
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В самом деле, положим для сокращения М3 = М U Ъ, с) и построим 
нормальный алгорифм S в Мх со схемой 

icl^c (Ç€M) 
\т,с-+-с (r yÇA 0). 

Ясно, что 

(7) £(Py)cN)=Pc (Р — слово в А0, v)ÇA 0, N — слово в М). 

Воспользуемся нормальным алгорифмом 

(8) © c = ® M U A 0 , c 

в алфавите М2 .[II. § 4.10] и построим алгорифмы © 2 и £>2 как его 
нормальные композиции с алгорифмами 5t2 и 2t2, соответственно: 

(9) Î ) 3 = V ® с, 

(10) î ) 2 = 2t2o © с . 

S) t и 2) 2 суть нормальные алгорифмы над М3 [(9), (10), § 3 . 4 . 2 ] , и для 
всякого слова Р в А 0 и всякой положительной матрицы N 2-го порядка 
имеем 

(11) î) 1(/>ciV) = a i ( i V ) [(9), § 3 . 4 . 3 , (8) , I I . § 4 . 1 0 . 6 ] , 

(12) ®2(PcN)=,%(N) [(10), § 3 . 4 . 3 , (8 ) . II. § 4 . 1 0 . 6 ] . 

Построим нормальные алгорифмы Gtx и (£2 над М1 согласно § 4 . 3 . 1 
таким образом, что 

(13) G, (Q) ~ 6 (<?) (<?) (<? - слово в М3), 

(14) ® 2 (Ç) ~ G ( Ç ) S ) 2 ( Ç ) (<? — слово в М3). 

Имеем 

(15) @ г (.Pr̂ ciV) = JPC St3 (iV) (P —слово в А 0, r ,£A 0 , -V — положительная 

матрица 2-го порядка) [(13), (7) , (11)] , 

(16) &2(PrtcN)=:Pc*{2(N) (Р — слово в А 0, r / gA 0 , N—положительная 

матрица 2-го порядка) 1(14), (7) , (12)] . 

Построим нормальный алгорифм g в М2 со схемой 
j ас\^ас (£6M) 

. < vac -» ас (r( с A 0 ) 
[ ас-» 

Имеем, очевидно, 

(17) %(PacN)=A (Р —слово в А о т iV —слово в М), 
%(PbcN) = PbcN (Р — слово в А0, TV —слово в М) 

(18) -*А. 
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Применим, наконец, к построенным алгорифмам <£lf S 2 и g теорему 
разветвления § 5 . 1 . 1 , согласно которой построим такой нормальный 
алгорифм 23 над М 1 ? что 

im » r o w / ( < ? - с л о в о в M i ' 8(Ç)==A) 
1 ' l « t ( Ç ) (<? -слово в М х, g ( Ç ) ^ À ) . 

Этот алгорифм удовлетворяет условиям ( 5 ) и (6 ) [ ( 1 5 ) — 1 9 ) ] , что 
и требовалось доказать. 

Докажем теперь теорему 6 . 1 . 
Построим алгорифм 

( 2 0 ) »0 = ^ ^ 1 . 0 . 1 [ П . § 4 . 4 ] . 

23 0 — нормальный алгорифм над М} [ I I . § 4 . 4 ] и 

(21) %0(Р) = Рс[*П*1 (Р — слово в А0) [ ( 2 0 ) , I I . § 4 . 4 . 5 ] . 

Построим нормальный алгорифм 

<22) & = 3 M U A . . e [П. § 4 . 1 0 ] . 

Sc — нормальный алгорифм в Мг [ I I . § 4 . 10] и 
(23 ) 3c(PcN)=:P (Р — слово в А 0, N — слово в М) [ ( 2 2 ) , I I . § 4 . 1 0 . 5 ] . 

Построим нормальный алгорифм 23 над М3 согласно 6 . 2 таким обра
зом, чтобы имели место равенства (5) и ( 6 ) . 

Применим к алгорифмам 23 и <3С теорему повторения § 6 . 5 . 1 , согласно 
которой построим нормальный алгорифм 23э над Mj со следующим свой
ством: 337 тогда и только тогда перерабатывает слово Q в алфавите Мг 

в слово R, когда существует ряд слов Ç 0 , . . . , Qn (п^0), удовлетво
ряющий условиям 

<24) Q0 = Q, 

<25) <?,- = 23 ( 0 < i < i » ) , 

<2б) Qn = R, 

( 2 7 ) 3 , (<?,) ф A ( 0 < t < n ) , 

<28) З с (<?„) = Л. 

Построим алгорифм 

(29 ) е< = ем„с [II- § 4 . 7 ] . 

& е — нормальный алгорифм в Мг [ I I . § 4 . 7 ] и 

(30) Qe(cN) = N (N — слово в M). [ I L § 4 . 7 ] . 

Построим алгорифм ÜR как нормальную композицию алгорифмов 
230 , 232 и 6 С : 

< 3 1 ) 3M=C e o д^о 230 [ § 3 . 5 . ! ] . 
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Следовательно, 

S W ( a ) - M ^ i ) Г(34), (44)] 

= А Х [ (30)] , 
и, значит, Ж удовлетворяет условию (2). 

Аналогичным образом устанавливается, что 2№ удовлетворяет усло
вию (3). Остается показать, что 3№ перерабатывает всякое слово 
в алфавите А 0 в положительную унимодулярную матрицу и удовлетво
ряет условию (4). 

Докажем для этого следующую лемму. 
6 . 3 . Если алгорифм Ш перерабатывает слово Р в алфавите А 0 

в положительную унимодулярную матрицу, то Ш перерабатывает 
в положительные унимодулярные матрицы слова аР и ЬР. При этом 

(45) Ш(хР) = Ж(п)Х%К(Р) (TJÇAO). 

Допустим, что Tt перерабатывает слово Р в алфавите А 0 в положи
тельную унимодулярную матрицу и что т}£А 0 . Тогда, согласно (32), 
алгорифм 23д применим к слову Pclr Пусть 

(46) R = %1(PcI2). 

Согласно построению алгорифма 25^ имеется ряд слов ( ? 0 , . . Q n (n ^ 0),. 
удовлетворяющий условию 

(47) Q0 = PcIs 

и условиям (25)—(28). Покажем, что существуют слова Р0,...уРп 

в алфавите А 0 и положительные матрицы 2-го порядка N0,...,Nn 

такие, что 

(48) Q i = P i C N i ( 0 < * < и ) . 

Согласно (47), равенство (48) соблюдается при г = 0, если поло
жить 

Ро = Р, 

^ 0 = / 2 . 
Допустим, что 0<^/^.п и что 

(49) Q^^P^cN^ 

для некоторого слова Р^х в А 0 и некоторой положительной матрицы 
2-го порядка Nâ-_v 

Тогда 

Р^=Ъ.{Я*-д [ (49) , (23)] 

^ л [(27)] 
и потому 
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для некоторого слова Pj в и некоторой буквы т̂ - алфавита А 0 . 
Имеем поэтому 

Qj^WP/^cN^) [(25), (49)] 

= / > у с « ^ ( Л ^ ) [(50), (5) , (6) ] , 
где 

<51) 

Таким образом, 
2 ПрИ 77у = 6. 

где —слово в А0 и где 

<52) N,=%(Nj_J, 

т. е. 

<53) N^A^XN^ [(52), 5 ( 6 ) , 5 ( 7 ) ] . 

В силу (53), Nj есть, как и Nj_v положительная матрица 2-го порядка. 
Этим доказано существование слов Р0,..., РЛ в Aft и положительных 
матриц 2-го порядка N0,U9.,Nn таких, что имеют место равенства (48). 
Вместе с тем имеем равенства (50) и (52), где 0 < ^ / ^ п и где т^ , . . . , — 
•буквы алфавита А 0, a kv...,kn определяются условиями (51). 

Положим теперь 

(54) S< = yiQ< ( 0 < î < n ) . 

Имеем 

< 5 5) Sb = yJPcIt [(54), (47)] , 

< 5 6 ) 5. = 7îi>,ciV, ( 0 < г < т г ) [(54), (48) ] . 

При 0<^i^n имеем 

» ~ » (трР, т), сЛГ^) [(56), (50)] 

А ^ С « ^ ( Л Г М ) [(5), (6) , (51)] 

< 5 7 > = й 1(52), (56)] , 

3 ,(5,) = i A [(56), (23)] 

<58) ^ А . 

Положим далее 

< 5 9 ) ^ + 1 = с51ь(ЛГя), 
где 

<60) fc== J 1 при >, = а, 
\ 2 При 75 = 6. 
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Имеем 
= К « Ь (23)1 

(61) = Л [ (28) ] , 

(62) SH = r,cNn [ (56) , (61)], 

(63) 23№) = c2t f c (^J [(62), ( 5 ) , ( 6 ) , (60 ) ] , 
так как Nn есть положительная матрица 2-го порядка. Следовательно, 

(64) f8(Sn) = Sn+1 [ (63) , (59) ] . 

%k(Nn) есть, как и Nn, положительная матрица 2-го порядка [ 5 (6 ) , 
5 ( 7 ) ] . Поэтому, 

(65) З д а + 1 ) = Л [ (59 ) , (23)] . 

В силу (55), (57), (64), (59), (58), (65), имеем, согласно построению 
алгорифма 331 ; 

(66) ®:(y1PcI2) = c%(Nn). 

Имеем далее 

Ж (Р) = [(32), (46)] 

= (£e(PncNn) [ (26) , (48)] 
(67) =Nn [ ( 61 ) , (30)] , 

(68) Ш(п) = Ак [ (60) , (2 ) , (3 ) ] , 

Wt (т)Р) ~ g c (с %(Nn)) [ (32) , (66 ) ] . 

= AkxNn [(30), 5 ( 6 ) , 5 (7 ) ] 

= Т1(г))ХШ(Р) [ (68) , ( 67 ) ] . 

Равенство (45) тем самым установлено. Здесь $Jt(P) есть, согласно 
предположению, положительная унимодулярная матрица 2-го порядка; 
ЗК(тз) есть одна из матриц Аг, А2 [(2), (3)]. Поэтому и DK(TJJP) есть 
положительная унимодулярная матрица 2-го порядка [(45)]. Лемма 6 . 3 
тем самым доказана. 

Закончим теперь доказательство теоремы 6 . 1 . Применяя метод левой 
индукции в алфавите А 0 [I. § 3 . 8 ] , убеждаемся на основании равен
ства (1) и леммы 6 .3 , что алгорифм 2 И перерабатывает всякое слово 
в этом алфавите в положительную унимодулярную матрицу 2-го порядка. 
Покажем, что для любых слов Р ж Q в А0 имеет место равенство (4) . 

Фиксируем слово Q. Равенство (4) верно при Р — А, так как 

a » ( A Ç ) = 2R(Ç) [ I . § 3 . 6 (2)J 

= I2XW(Q) 

= 3 R ( A ) X 3 R ( $ ) [(1)] . 

11 А. А. Марков 



162 Глава III. Построение нормальных алгорифмов 

Допустим, что равенство (4) установлено для некоторого слова Рв А0. 
Докажем его для слова т)Р в роли Р, где 73 £ А0. В силу сочетательного 
закона умножения матриц и сделанного о слове Р предположения 
имеем 

Ш (nPQ) = 3№ (73) X ЗИ (PQ) [6 .31 

= т е ( 7 з ) х ( т е ( Р ) х т е ( < ? ) ) 

= ( т е (гОхтесР))хте(<?) 
=те ( т зР)хте(<?) [ 6 . 3 1 , 

что и требовалось доказать. 



Глава IV 

УНИВЕРСАЛЬНЫЙ АЛГОРИФМ 

В этой главе мы построим нормальный алгорифм над данным про
извольным алфавитом А, способный в известном смысле выполнить 
работу любого алгорифма в А, — «универсальный алгорифм» над А. 
Универсальный алгорифм будет при этом применяться не к тем сло
вам, к которым применяются отдельные алгорифмы в А, не к словам 
в А, а к словам, являющимся комбинациями слов в А со словами 
в некотором расширении этого алфавита, изображающими схемы нор
мальных алгорифмов в А. Здесь, как и в «универсальной машине» 
Тюринга [ 3 l ] , применяется метод, используемый в современных больших 
математических машинах дискретного действия: не только исходные 
данные, но и предписания, устанавливающие последовательность при
меняемых действий, записываются в виде слов в надлежащем алфавите 
и вводятся в машину, способную «разбираться» в записанных пред
писаниях и выполнять их. Возможность такой записи предписаний 
обеспечивается их стандартизацией, чему соответствуют у нас схемы 
нормальных алгорифмов. Прежде всего мы должны дать способ изобра
жения этих схем словами в некотором алфавите, что будет сделано 
в § 1 этой главы. 

§ 1. Изображение нормального алгорифма 

1. Будем рассматривать нормальные алгорифмы в произвольном 
фиксированном алфавите А. Опишем один способ изображения схем 
таких алгорифмов словами в некотором расширении этого алфавита. 

Пусть сс, ß, у — буквы, не принадлежащие алфавиту А, отличные, 
друг от друга, от стрелки и от точки. Пусть 

(1) B = A U K ß , T } . 

Рассмотрим какой-нибудь нормальный алгорифм 21 в алфавите А. 
Исходя из его схемы, построим следующим образом слово в алфа
вите Б. 

Выпишем друг за другом в порядке очередности формул подстано
вок алгорифма 2t слова, получаемые из этих формул заменой стрелки 
буквой а, точки буквой ß и присоединением справа буквы у. Так 
полученное слово мы будем называть изображением алгорифма 9t. 
Изображение алгорифма 9t будем обозначать символом 91й. 

i l* 





§ 2. Теорема об универсальном алгорифме 165 
и точки в F(. Мы, следовательно, получим F0 если заменим а и ß, 
входящие в Sa/ßi%-|, стрелкой и точкой соответственно: 

Таким образом, и число формул подстановок алгорифма 2t, и сами 
эти формулы, и их порядок — всё это однозначно определяется изобра
жением алгорифма 2t, что и требовалось доказать. 

§ 2. Теорема об универсальном алгорифме 
1. Введем теперь букву Ь, не принадлежащую нашему алфавиту Б 

[§ 1(1)] . Пусть 

(1) В = Би{&}. 
Алфавит В дает возможность изображать словами пары: «нормаль

ный алгорифм в А и слово в А». Во всякой такой паре нормальный 
алгорифм в А может быть представлен своим изображением [§ 1 .3 ] , 
являющимся словом в Б [§ 1 .1 .1 ] . Приписывая к этому слову справа 
букву S и затем какое-нибудь слово в А, мы получим слово в В вида 

(2) %*ЪР, 

где 2t — нормальный алгорифм в А, Р— слово в А. Слово (2) изобра
жает пару «алгорифм 2t и слово Р» в том смысле, что оно этой парой 
однозначно определяется и само ее однозначно определяет. Первое — 
очевидно, а второе ясно из того, что Р есть правое крыло единствен
ного вхождения S в 21иаР, 21й — левое крыло этого вхождения, а схема 9t 
определяется однозначно по 2tH [§ 1 .3] . 

К парам вида (2) естественно применять предписание: «построив 
по паре %ИЬР слово Р и схему алгорифма 2t, применить затем 2t к Р». 
Это предписание само составляет некоторый алгорифм, перерабатываю
щий 2tH?LP в 2t(P), если алгорифм 2t применим к Р. Возникает вопрос* 
о возможности оформления такого алгорифма как нормального. Поло
жительный ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 

1.1. Т е о р е м а об у н и в е р с а л ь н о м а л г о р и ф м е . Может 
быть построен такой нормальный алгорифм IX над В , что 

(3) П(21 и ^) ~21(Р) 

для слов Р в А и нормальных алгорифмов 2t в А. 
Доказательство этой теоремы составляет главное содержание 

настоящей главы. 
Предварительно мы построим ряд вспомогательных алгорифмов. 

Некоторые из них будут представлять и самостоятельный интерес. 
2. Прежде всего мы построим некоторые алгорифмы, распознающие, 

является ли одно слово началом другого и работающие в зависимости 
от этого. 

2 . 1 . Пусть А — произвольный алфавит, s—буква, не принадлежа
щая А. Тогда может быть построен нормальный алгорифм 21 над 
A U {s}, удовлетворяющий следующим условиям. 

H. 1. 2t применим ко всякому слову вида PeQ, где P и Q — слова в А. 
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Н. 2. Если P и Q—слова в А, то %(PeQ) тогда и только тогда 
начинается буквой е, когда Q начинается словом Р. 

Н. 3. Если Q—слово в А, начинающееся словом Р, то 
%(PeQ) = eR, 

где R таково, что 
Q=PR. 

H. 4. Если P и Q — слова в А, то %(PeQ) содержит единственное 
вхождение буквы е. 

Для доказательства этой леммы построим отсекающие алгорифмы 
3 А е, © А е [II. § 4.10] и обращающий алгорифм ф А [II. § 4.13]. 
Пусть 23 означает нормальную композицию алгорифмов 3 А в и фА: 

(1) 8 = $ A 0 3 A i i . 

Так как 3 А s есть нормальный алгорифм в A U { £ } [И. § 4 . 1 0 ] , 
33 есть нормальный алгорифм над A U {e} [III. § 3 . 4 . 2 , (1)]. 

Применим теорему объединения III. § 4. 1. 1 к нормальным алгориф
мам 23 и © А t . Построим согласно этой теореме такой нормальный алго
рифм К над A U {е}, что 

(2) S (R) ~ 23 (-ff) вЗА э, (Л) (Л — слово в A U {е}). 

Построим далее нормальный алгорифм ф в A U {&} со схемой 

А ) . 

Искомый алгорифм 21 построим как нормальную композицию алго
рифмов 6 и 2): 

(3) Я = © о е. 

Так как 5D — нормальный алгорифм в A U f e } , 21 есть нормальный 
алгорифм над A U {е} [(3), III. § 3 . 4 . 2 ] . Покажем, что он удовлетво
ряет условиям H. 1—Н. 4. 

Пусть, в самом деле, Р и Q — слова в А. Имеем 

(4) SAtt(PtQ) = P [II. § 4 . 1 0 . 5 ] , 

(5) © A E (P £ Ç) = Ç [II. § 4 . 1 0 . 6 ] , 

(6) ЪА(Р) = [Р~ [II. § 4 . 1 3 ( 2 ) ] , 

(7) %(PzQ) = [P- [(1), III. § 3 . 4 . 3 , (4) , (6 ) ] , 

(8) e(PcÇ) = [P~e<? [(2), (7) , (5 ) ] . 

Пусть теперь S означает наибольшее общее начало слов Р и Q 
[I. § 3 .11 .3 ] . S есть слово в А, так как Р — слово в А. Имеем 
(9) P = SU, 

(Ю) Q = SR, 

где U и R — слова в А, взаимно простые слева [I. § 3 .11 . 4]. 
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Пусть 

(11) с». 
где £ w — буквы алфавита А. В этом случае 

(12) [S- = ^m---^ [(11), I. § 3 . 1 2 ( 3 ) ] , 

[P~ = [U~[S~ [(9), I. § 3 .12 (4 ) ] 

(13) = [ ^ - - - £ г [(12)], 

(14) [P~*Q tä---U* [(13). (Ю), (H)] -

Из схемы алгорифма © усматриваем поэтому, что при S^A 

(15) © : [Р~еС \=[U^R [(14), П. § 3 . 6 ] . 

Если же S=A9 то 

(16) P = U [(9)], 

(17) <? = Я [(10)], 

[P~sQ = [U~Jl [(16), (17)] 

и, следовательно, также имеем (15) [II. § 3 . 6 . 4 ] . 
Так как U и R — слова в A, [ £ /^*£*Д есть единственное вхожде

ние е в слово [U^sR. Поэтому в это слово лишь в том случае вхо
дит слово вида £е£, когда первая буква слова R совпадает с по
следней буквой слова [f/4"", т. е. с первой буквой слова U. Это, 
однако, не имеет места ввиду взаимной простоты слева слов U ж R 
[I. § 3 . 1 1 . 1 ] . Следовательно, в слово [U^eR не входит никакое слово 
вида £е£, т. е. 

(18) ©:[*7~eJ?i [II. § 3 . 6 ] . 

Таким образом, 

(19) ®([Р~еС) = [#~еЯ [(15), (18), И. § 3 . 6 . 3 ] , 

(20) © (Œ (PeQ)) = [U-eR [ (8) , (19)] . 

Но 

(21) 31(Д)~©((Е(Д)) (R — слово в A U {*}) [(3), III. § 3 . 4 . 3 ] . 

Следовательно, 

(22) %(PeQ) = [U~zR [(21), (20)] . 

Этим доказано соблюдение условий H. 1 и Н. 4. Равенство (22) 
показывает далее, что tyL(Pz.Q) тогда и только тогда начинается бук
вой е, когда [U^ = A, т. е. когда U = Л . А это имеет место в том 
и только в том случае, когда P = S [(9)]. Принимая во внимание, что 
S есть наибольшее общее начало слов Р и Ç, мы убеждаемся таким 
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образом в соблюдении условия Н. 2. Наконец, соблюдено и условие 
Н. 3, так как в случае, когда Q начинается словом Р, имеем 

(23) P = S, 

(24) U=A [ (9) , (23)] , 

Q=PR [ (Ю), (23)] , 

%(PtQ) = *R [ (22) , (24) ] . 

Лемма, таким образом, доказана. 
2 . 2 . Если буква s не принадлежит алфавиту А, то может быть 

построен нормальный алгорифм 23 над алфавитом A U {s}, удовлетво
ряющий следующим условиям: 
(25) ïB(PzQ)— А (P и Q — слова в A; Q не начинается словом Р), 

(26) $>(PePR) = eR {P и R —слова в А). 

В самом деле, пусть si ÇA. Построим тогда нормальный алго
рифм 21 над A U {s} со свойствами H. 1 — Н. 4 согласно лемме 2 . 1 . 
Введем букву ь, не принадлежащую алфавиту A U {Е}, I построим нор
мальный алгорифм 6 в алфавите A U {е, t) со схемой 

(27) 
(S6A) 

% + 1 « 6 А) 

Построим искомый алгорифм 23 как нормальную композицию алго
рифмов 21 и S: 
(28) 23 = Ê o 2 t . 

23 есть, как и 2t, нормальный алгорифм над A U {е} [И1. § 3 . 4 . 2 ] . 
Покажем, что этот алгорифм удовлетворяет условиям (25) и (26). 

Рассмотрим для этого работу алгорифма S в применении к словам 
в A U содержащим одно и только одно вхождение в, т. е. к сло
вам вида SeR, где R и S — слова в А. Если *5 = А, то в SeR, оче
видно, не входит ни одна из левых частей формул подстановок алго
рифма 6 . Имеем поэтому 

(29) ß : zRl , 

(30) е(еЛ) = еЛ (Л —слово в А) [(29), I I . § 3. 6. 10, II . § 3. 6 . 3 ] . 

Если же S=£A, то S имеет вид 74), где Т — слово в А, т )£А 
[I. § 3 .8 .3 ] и, как показывает схема (27) алгорифма (£, 

S : SzR I— TiR 

\=iR 
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и потому 

(31) <Б(ЛЯ) = А (S, R — слова в A, S^A). 

Пусть теперь Р и R — слова в А. Имеем тогда 

(32) » ( А Р Л ) = *Д, 

так как 91 удовлетворяет условию Н. 3. Имеем далее 

29 (РеРВ) ~ 6 (3t (PtPR)) [(28), I I I . § 3. 4 .3J 

~<ЦеД) [(32)] 

= sR [ (30) | 

и, значит, $$(PePR) = eR., Таким образом, алгорифм 23 удовлетворяет 
условию (26). 

Пусть, наконец, Р и Q — слова в А и Q не начинается словом Р. 
Тогда, в силу условий H. 1 и Н. 4, которым удовлетворяет алго
рифм 2i, %(PzQ) есть слово вида S&R, где S и R — слова в А. При 
этом S=£ А [Н. 2]. Имеем поэтому 

%(PiQ)~&(%(PiQ)) [(28), III. § 3 . 4 . 3 ] 

= Л [(31)] 

и, значит, 23(PeÇ) = Â. Таким образом, алгорифм 23 удовлетворяет 
условию (25), что и оставалось доказать. 

3. Построим теперь дальнейшие вспомогательные алгорифмы. 
3 . 1 . Если п ÇA, то может быть построен нормальный алго

рифм S е алфавите A U {s}, удовлетворяющий следующим условиям: 

(1) e(AÇÇ)=i>SsÇ (Л Q—слова в А, $6А) , 

(2) S (Л) = А (Р — слово в А). 

В самом деле, как нетрудно видеть, нормальный алгорифм S 
в A U {е} со схемой 

•eÇ—fc (5 6 А) 
. £е-^е (Ç€А) 

удовлетворяет условиям (1) и (2). 
3 . 2 . Пусть е, сс и у — отличные друг от друга буквы, не принадле

жащие алфавиту А. Тогда может быть построен нормальный алго
рифм 2) над A U {а, у, е}, удовлетворяющий следующим условиям: 

(3) ^)(PoiQyRzPS) = yRQS (P, Q, R, S —слова в А), 
(4) <£>(POLQ4R£S) = POLQ4R&S (P, Q, R, S —слова в А; 

£S не начинается словом Р, ££А) , 
(5) &(PccQyRe) — А (Р9 Q, R —слова в А, Р=^=Л). 
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В самом деле, пусть выполнены условия леммы. Пусть 

(6) Д = А U (а, у. е}. 

Построим согласно II . § 4 .10 и П. § 4 .7 нормальные алгорифмы 

( 7 ) ® 1 = 3 А и { * • } , « ' 

( 8 ) J S = ÄAU{E},«,I' 

(9) © 8 = « A U {.}.-,..' 

(Н) ®5=«Д, .> 
(12) ©, = <££. 
Всё это — алгорифмы в алфавите Д [(6), И. § 4 . 1 0 , I I . § 4 . 7 ] . По 
теореме объединения [III. § 4 . 1 . 1 ] построим такой нормальный алго
рифм ® 7 над Д, что 
(13) ^7(Г)^г(Т)^(Т) (Т — слово в Д). 

Построим согласно 2 .2 нормальный алгорифм 23 над A U {е}, 
удовлетворяющий условиям 2(25) и 2 (26 ) . 

Построим алгорифм © 8 как нормальную композицию алгориф
мов © 7 и 23: 

(14) © 8 = 23 о © 7 . 

© 8 , как и © 7 , есть нормальный алгорифм над Д [III. § 3 . 4 . 2 , (14)]. 
Построим алгорифм © 9 как нормальную композицию алгорифмов © 8 

и © 5 : 

(15) © 9 = © 5 ° Ф 8 . 
© 9 , как и © 8 , есть нормальный алгорифм над Д [III. § 3 . 4 . 2 , (15)]. 
К нормальным алгорифмам © 6 , © 3 , © 2 и © 9 над алфавитом Д при

меним теорему объединения III . § 4 . 4 . 1 . Построим согласно этой 
теореме такой нормальный алгорифм © 3 0 над Д, что 

(16) © ] 0 (Г) ~ ф б (Т) ©3 (Т) ©2 (Т) ©9 (Т) (Т - слово в Д). 

Применим лемму 3.1 к алфавиту A U (а, у} и букве е, не принадле
жащей этому алфавиту. Построим согласно 3 .1 такой нормальный 
алгорифм S над Д, что 

(17) S (T$S) = n*S (Т, ^ - с л о в а в A U {а, у}, 5 6 A U {а , у}), 
(18) g ( 7 7 e ) = A (Т — слово в A U {а , у)). 

Наконец, применим теорему разветвления I I I . § 5 . 1 . 1 к нормаль
ным алгорифмам (Е, © ] 0 и © 8 над алфавитом Д. Построим согласно этой 
теореме такой нормальный алгорифм © над Д, что 

Г6 (Т), если © 8(7 Т) = Л) 
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для любых слов Р, Q, л ж S в A 

{PaQ^JUS) = p [ ( 7 ) , II. § 4 . 1 0 . 5 ] , 

^2{Pa.Q^RS) = Q [ (8) , II. § 4 . 1 0 . 7 ] , 

<£>3(PxQyRzS) = R [ (9) , II . § 4 . 1 0 . 7 ] , 

Ф 4 (PcQyRiS) = :S [ ( 1 0 ) , II . § 4 . 1 0 . 6 ] , 

© 6 ( * S ) = :S [ ( И ) , II . § 4 . 7 ] , 

©7 (PxQfReS) = PiS [ ( 1 3 ) , ( 2 0 ) , ( 2 3 ) ] , 

© 7 ( Р О С < ? Т Д Е Р £ ) = PÎPS [ ( 2 5 ) ] , 

» ( D 7 (PZQ-;RBPS)) = tS [ ( 2 6 ) , 2 ( 2 6 ) ] . 

(20) 

(21) 

<22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

Имеем далее 

(28) Ф 8 (Г)~аЗ(ф 7 (Г) ) (T — слово в Д) [(14), III. § 3 . 4 . 3 ] , 

(29) Ф 9 ( Г ) ^ ф 5 ( ф 8 ( Г ) ) (Т — слово в Д) [(15), III. § > 4 . 3 ] , 

(30) ®s(PoLQyRtPS) = eS {P, Q, R, S — слова в А) [(27), (28)] , 

(31) ©в(/>а<?уД£А?) = £ (P, Q, R, S — слова в А) [(29) , (30) , (24)] , 

(32) 3 ) 6 0 О = Г (Г —слово в Д) [(12), II. § 4 . 7 ] , 

(33) ^ { P O L Q ^ R ^ ^ R Q S {P, Q, R, S — слова в А ) [(16) , (32) , 

(22) , (21) , (31)]. 
Так как 

Ф д С Р а С у А Р ^ ^ Л (P, Q, R, S — слова в А ) [(30)], 

получаем, согласно (19) и (33), равенство (3). 
Пусть теперь JP, Q, R, S — слова в А , £ — буква алфавита А , такая, 

что %S не начинается словом Р. Тогда 

(34) ©, (PoiQ-fRzPS) = P^S [(25)], 

(35) 23(Ф 7(Рх<2 УД Е^)) = Л [(34) , 2 ( 2 5 ) ] , 

(36) £ 8 (1>аСу1ВД = Д [(35), (28)] , 

(37) <Z(PxQyR£S)=Pa.QjRïsS [ (17)] . 

В силу (19), (36) и (37), имеем равенство (4). 
Пусть, наконец, P, Q, R — слова в А, причем Р=^А. Тогда 

(38) © 7 ( Р а С Т Д е ) = Ре, [(25)] 

и, так как пустое слово не начинается непустым словом Р, имеем 
(39) Э3 0 Р £ ) = Л [2(25)] . 
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Следовательно, 

(40) © 8 (РаС Т Де)=А [(28), (38), (39) ] , 

а с другой стороны, 
(41) £0Ра<?уД£) = Л [ ( 1 8 ) ] . 

В силу (19), (40) и (41), мы получаем равенство (5). 
Лемма, таким образом, доказана. 
4. Мы построим теперь нормальный алгорифм, осуществляющий 

подстановку слова Q вместо первого вхождения слова Р в слово R. 
4 . 1 . Пусть ос и у — отличные друг от друга буквы, не принадлежа

щие алфавиту А. Тогда может быть построен такой нормальный 
алгорифм ® над алфавитом A (J {а, у}, что для слов P, Q и Я в А 

(1) g (PzQjR) = j V 
Г у 2 ( - й , -Р, (?), еялв i 5 входит в R 

если Р не входит в R. 

Для построения алгорифма ® введем букву е, не принадлежащую 
алфавиту A U у}- Буквы а, у и е отличны друг от друга и не при
надлежат А. Применима поэтому лемма 3.2 . Построим согласно этой 
лемме нормальный алгорифм 2) над A U {а, у , г}, удовлетворяющий 
равенствам 3(3)—3(5) . Пусть опять Д = А U {ос, у, е} и пусть Е озна
чает алфавит алгорифма ©. 

Построим нормальные алгорифмы 0:г и @ 2 в Д со схемами 

( у - ^ . у Е 

кед\{е}) 
соответственно. 

Построим согласно теореме повторения III . § 6 . 1 . 1 нормальный 
алгорифм ®з над Е со следующим свойством: (£3 тогда и только тогда 
перерабатывает слово Т в Е в некоторое слово С/, когда существует 
ряд слов Г 0 , . . . , ( т > 0 ) , удовлетворяющий условиям 

2 \ = W , - a ) ( 0 < i < m ) , 

Г„. = 0-, 

е 2(Г,.)^=л. ( 0 < » < 1 и ) , 

е 2 ( г т ) = л . 

Построим, наконец, искомый алгорифм ® как нормальную компо
зицию алгорифмов ®j и ® 3: 

( 2 ) e = 8 j B 8 j . 

Так как @,1 — нормальный алгорифм в Д, g есть нормальный алгорифм 
над Д [ ( 2 ) , III . § 3 . 4 . 2 ] . Покажем, что для этого алгорифма имеет 
место равенство (1). 
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Пусть, в самом деле, P , Ç, В — слова в А. Из схемы алгорифма (£т 

усматриваем, что 
d 1 : P a Q y R | — . P o i Q y e R . 

Поэтому 

(3) в 1 (P<xQ4R)=zPœQyzR. 

Допустим сначала, что Р входит в R . Пусть тогда 

V * P * W 

есть первое вхождение Р в R . 
Имеем 

(4) R = V P W [I . § 4 . 2 ] , 

(5) 2 ( R , P , Q ) = V Q W [I. § 4 . 6 , I . § 4 . 5 ] . 

Если V =7̂ = A, то пусть 

(6) F 

где Ç i , . . . , ^ — буквы алфавита A. Ни одно из слов £<...$fc7W (1^0'<JA) 
не начинается в этом случае словом Р , так как . . % f c * P * W — первое 
вхождение Р в R . Согласно 3 ( 4 ) , имеем поэтому 
©(Расу?,.. . .$»1>йО = Р*СтС1. • . & P W (1 
т. е., полагая 

( 7 ) Г , . = Р « С Т ? 1 . - ^ . ^ + 1 - - . ^ ^ ( ! < * < * ) » 

имеем 

(8) Ф(Г,_ 1 ) = Г,. (1 < » < * ) • 

Здесь, в частности, 

T 0 = P a L Q - t f a . . . \ t P W [ (7) , I . § 3 . 6 (4)] 

=P*QvR [ (6 ) , (4) ] , 

2 ' J k = P a < ? T Ç l . . . & 6 P W [(7) , I . § 3 - 6 (4)] 

(9) = P a Q y V z P W [(в)]. 
Полагая еще 

(10) 2 V H = Y 2 ( Ü , Л Q ) 

и принимая во внимание, что P , Q , У ж W — слова в А, будем иметь 

< S ) ( T t ) = t V Q W [ (9 ) , 3 (3 ) ] 

= ^ + i [ (5) , (Ю)]. 
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Согласно (7) и (10), слова Tv...,Tk содержат букву е, а слово 
7 \ + 1 не содержит ее. Из схемы алгорифма @ 2 усматриваем поэтому, что 

(11) ( 0 < г < * ) . 

тогда как 

(12) е 8 ( У * + 0 = А . 
При Г = А мы определяем лишь слова Т0 и ТЛ равенствами 

(13) TQ = PxQTJi, 

(14) T1 = ^ ( R , P , ( ? ) 

и усматриваем, что 

7, = © ( Г о ) [ (13), (4 ) , 3 ( 3 ) , (5) , (14)] , 

М Г , ) = А Г(14)1. 
Согласно построению алгорифма ß 3 , из доказанного следует, что 

во всех случаях 

(15) g 3 ( i>aCYeÄ)= Y S(Ä, Л Q). 

Имеем, следовательно, 

(16) в , ( е ] ( Р а С г Л ) ) = у з ( Л , Л <?) [(3), (15) ] , 
®(Ра(? ТД) = у2(Д > i>, <?) [(2) , I I I . § 3 . 4 . 3 , (16)1, 

Пусть теперь Р не входит в Ä. 
Полагая тогда при i?^=À 

(17) л = ^ . . . 5 » , 

где Ç j , . I i —буквы алфавита А, будем иметь, согласно 3 ( 4 ) , 

так как ни одно из слов не начинается словом Р. Иначе говоря, 
полагая 

(18) Ti = P u Q f c . . . b & + i . . . b ( 0 < г < А ) , 
будем иметь равенства (8). Здесь, в частности, 

T0 = P * Q t à . . . b [(18), I . § 3 .6 (4)J 

= P x Q - p R [ (17)] , 

Тк=РкСуЪ...Екг [(18), I . § 3 .6 (4)1 
(19) = P a Q y R t [(17)]. 

Полагая еще 

(20) 7 * + 1 = Л, 
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будем иметь равенство 
î > ( T t ) = T t + 1 

[ (19) , (20) , 3 ( 5 ) ] . 

так как слово Р, не входящее в R, непусто. Опять имеем (11) и (12), 
так как е входит в Tt при 0 < i ^ Ä [(18)] и не входит в [ (20)] . 
Следовательно, 

®3{Р*СуеЯ)=А., 

причем и здесь, как нетрудно видеть, случай, когда R = A, не состав
ляет исключения. Принимая, наконец, во внимание (3) и (2), мы 
убеждаемся, что 

®(Ра<2уЯ) = Л, 
что и требовалось доказать. 

5. Построим теперь еще один вспомогательный алгорифм. 
5 .1 . Пусть ос, ß, у, Ь, в — отличные друг от друга буквы, не при

надлежащие алфавиту А. Тогда может быть построен такой нормаль
ный алгорифм f$ над алфавитом A U {ос, ß, у, 8, е}, что для любых слов 
Р и Я в А, любого слова Q в A (J {ß} и любых слов S и Т в A U {а , ß, у} 

(1) - * № 1 > а 0 у З Д = | ^ * е т Г * 2 ( Д , ^ < ? ) , " * * * « о в и н » в Я 
w У 1 SPzOyzTbR, если Р не входит в R, 
(2) 

(3) 

<?ys 

%(zSrPïR) = PR, 

%(SàR) = R. 

Пусть, в самом деле, T = A | J {ос, ß, у, е}. Построим следующие 
нормальные алгорифмы в Г: 

2t0 со схемой 

2ï2 со схемой 

5t3 со схемой 

ß 2 со схемой 

S 3 со схемой 

SBj со схемой 
(г* 
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230 со схемой 

е • 

уЪ -> . у. 

Все эти схемы записаны здесь сокращенно, причем £ означает про
извольную букву алфавита A (J {а, ß}, 73 — произвольную букву алфа
вита A U {а, ß, у}, £ — произвольную букву алфавита A U {сс, ß, у, е}, 
р — произвольную букву алфавита A (J {а, ß, у, S}, <т — произвольную 
букву алфавита А. Построим еще алгорифмы 

(4) 233 = 6 г , т [П. § 4 . 7 ] , 

(5) S * = S A U { . . M . . } . * [И- § 4 -*0] . 

Это также нормальные алгорифмы в Г [П. § 4 .7 , I I . § 4 . 1 0 ] . 
Применим лемму 4.1 к алфавиту A U {ß} в роли А и буквам а и у. 

Это допустимо, так как буквы а и у отличны друг от друга и не при
надлежат алфавиту A U {ß}. Построим согласно 4.1 такой нормальный 
алгорифм ® над A U {а, ß, у}, что для слов Р, (?, R в A U {ß} 

(6) g (P*QvR) = i y S ( Ä ' Л Q h 6 С Л И P ВХ°ДИТ B R 

\ Л, если Р не входит в R. 
Построим алгорифм Е д как нормальную композицию алгорифмов 

232 и g: 

(7) S 1 = = g o 9 3 2 . 

&j есть, как и 232, нормальный алгорифм над Г [(7), III . § 3 . 4 . 2 ] . 
Построим алгорифм 235 как нормальную композицию алгорифмов (L 

и 333: 

(8) 235 = 23з° « г 

235 есть, как и Э33, нормальный алгорифм над Г [(8), I II . § 3 . 4 . 2 ] . 
Применим к нормальным алгорифмам S84 и 23б теорему объединения 

III . § 4 . 1 . 1 , согласно которой построим такой нормальный алгорифм 
Я36 над Г, что 

(9) %,(W)~^{W)l%b{W) (W — слово в Г) . 

Построим алгорифм 51, как нормальную композицию алгорифмов 
а з 6 и а з , : 

(Ю) 211 = 33] 0-23 6 . 

Stj есть, как и 23^ нормальный алгорифм над Г [(10), III . § 3 . 4 . 2 ] . 
Применим к нормальным алгорифмам 5t0, % v 5l2, 31,, S,, Ê 2 , 6 3 обобщен-
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(И) Ъ{Щ — 

ную теорему разветвления III. § 5 . 4 . 1 , согласно которой построим 
такой нормальный алгорифм g над Г, что 

% 0 ( W ) ( W — слово в Г, 6 1 ( W 0 = A , < & t ( W ) = A , G a ( W ) = A ) 
(W— слово в Г, <l1(W)=f^A, d 2 ( W ) = A , £ 3 ( W ) = A ) 

% ( W ) ( W — слово в Г, < £ 2 ( W ) ^ A , d a ( W ) = A ) 

St, (FF) ( W — слово в Г, < Z S ( W ) ^ A ) . 

Покажем, что этот алгорифм удовлетворяет условиям (1)—(3) . 
Пусть, в самом деле, Р и Л — слова в A, S ж Т — слова в A U {a , ß, у } , 

U — слово в A (J {а, ß), V — слово в A U {%, ß, у, Ь}, Z — слово 
в A (J (а, ß, у, е}, у — буква алфавита A U {a , ß, у}- Из схем алгориф
мов 3l0, 2t2, 5t3, S 2 , S 3 , SB,, 232 легко усматриваем, что 

%:StUyV \=SU^V 

|— • SUyzV, 

%2:SzbR\=äR 

\-PpR 

] - № , 

Œ, : JmV \=ZY,V 

J—Al , 

<S.t:SàV \=ÙVi , 

S , : Z&i? ) = 

M 

| = A 1 , 

<£S:Z%P£R |=8PßJ? 

j=SßJ? 

J - ß t f - l , 

<82:StUfTbR \=tUyTlR 

1—U^nR 

\=UfiR 

\--UyR 
12 A. A. Марков 

file:///-PpR
file:///--UyR
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Следовательно, 
(12) %0(StUyV) = SU-p.V, 
(13) %(S3R) = R, 
(14) %a(ZbPiiR)=PR, 

(15) в , ( Л ч 7 ) = А, 
(16) ez(SêV) = ^V, 

(17) <E3(Zm)=A, 

(18) <E3(ZhP$R) = Ç>R, 

(19) » 1 ( Л И ) = е 5 7 , 
(20) 232 (StUyTbR) = tfyÄ. 

Имеем, кроме того, 

(21) %s(jU) = U [(4), II. § 4 . 7 } , 

(22) %(ZbR) = Z [(5), II. § 4 . 1 0 . 5 ] . 

Пусть теперь Q — слово в алфавите A U {ß}. POLQ есть тогда слово 
в А U (а, ß}, и в равенстве (20) можно положить U = PxQ, что дает 

(23) 232 (StPxQyTÙR) = PxQyR, 

(24) ^(^Р^ТЩ)= ( Г 2 < Л . Л < ? ) , е с л Е Р входит в R 
{ Л , если JP не входит в R 

(25) d1{SePoiQynR)= j у2(Д, i 5, Ç), если P входит в R 
Л, если Р не входит в R 

[(24), (7) , III. § 3 . 4 . 3 ] . 

Предполагая теперь, что Р входит в R, и полагая в равенстве (21) 
U = ^(R, Р, (?), что, очевидно, допустимо, получим 

(26) » я((Е 1(5е/' а(? ТТХД)) = 2(Д, Р, <?) [(25), (21)1, 

(27) ^(StPxQyTbR)=^(R, Л Ç) [(26), (8 ) , III. § 3 . 4 . 3 ] . 

С другой стороны, SzPxQfT есть слово в A (J {а, ß, у, е} и потому 
в равенстве (22) можно приравнять Z этому слову, что дает 

(28) 33 t (SePxQjTbR) = SePxQyT. 

Далее получаем 

(29) ^(StPxQ1nR) = SzPxQ-ïn^{R, P, Q) [(28), ( 27 ) , (9)] 

и, приравнивая V в равенстве (19) слову PxQfT§2 (R, P, Q), имеем 

(30) (StPaQyTfe (R, P, Q)) = e ^ a Ç y T S s (Д, P, Q). 
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Следовательно, 

(31) » 1 ( Э в ( д У ь Р а С у ^ ) ) = едУРаСу2 ,^а(Л> P, Q) [ (29) , (30) ] , 

(32) %(SePoiQ1nR)==eSPoLQ1n^(B1 P , Q ) [(31), (10) , I I I . § 3 . 4 . 3 ] . 

Последнее равенство доказано в предположении, что Р входит в R , 
В этом же предположении получаем 

(33) ^ ( S e P a Q y T b R ) ф А [ (25)] . 

Кроме того, уже независимо от предположения о вхождении Р в R , 
имеем 

(34) 6 3 ( S e P a Q y T b R ) = к [(17)] 

и, так как первая буква непустого слова Р а принадлежит, очевидно, 
алфавиту A U {a, ß, у}, имеем 

(35) g 2 ( S t P o L Q i T l R ) — Л [(15) 1 

также независимо от того, входит ли Р в R . 
Имеем поэтому 

^ ( S e P a Q ^ T b R ) = eSPoiQyn^(R, i>, Q ) , 

если Р входит в R [(11), (33) , (35), (34) , (32)]. 

Полагая далее U = POLQ, V = T b R в равенстве (12), получаем 

(36) 210 ( S e P o i Q ^ T b R ) = S P z Q y e T b R 

и в предположении, что Р не входит в J?, получаем далее 

%(SePoLQ4nR) = S P x Q - p T b R [ (И) , (25) , (35) , ( 34 ) , (36)] . 
Мы доказали таким образом, что алгорифм g удовлетворяет усло

вию (1). 
Согласно (18), 

<is(ZbPÇ>R)=£A, 

откуда, согласно (11) и (14), 

% ( Z % P Ç > R ) = P R . 

Полагая здесь в частностп Z — z S , что, очевидно, допустимо, убе
ждаемся, что g удовлетворяет условию (2). 

Полагая, наконец, V = R в равенстве (16) и Z = Se в равенстве (17) , 
видим, что 

еА(л*д)^л, 
е3(&&й) = л, 

откуда, согласно (11) и (13), вытекает, что g удовлетворяет условию 
(3), что и оставалось доказать. 

6. Возвращаясь теперь к терминологии и обозначениям, введенным 
в § 1 и § . 2 . 1 , докажем теорему об универсальном алгорифме 1.1. 

. 1 2 * 
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Введем букву е, не принадлежащую алфавиту В . Так как 

(1) B = A U { a , ß, Т , Ъ) [1 (1) , § 1.1 (1)] , 

соблюдены условия леммы 5 .1. Построим согласно этой лемме нормаль
ный алгорифм g над алфавитом Г, равным A U {<*, ß> у> ^ е}> удовле
творяющий условиям 5 (1 )—5(3) . Построим также нормальный алго
рифм © в Г со схемой 

{ р ^ (р€В) . 

К нормальным алгорифмам g и © применим теорему повторения 
III. § 6 . 1 .1 , согласно которой построим нормальный алгорифм ф над Г 
со следующим свойством: ф тогда и только тогда перерабатывает 
слово U в Г в слово V, когда существует ряд слов £7 0 , . . . , Um(m^>0)> 
удовлетворяющий условиям 

и0=и, 

(2) ^ = 8 ( ^ 1 - ! ) (0<i<m), 

(3) Um=,V, 

(4) ®(U,)^A (0<i<m), 

(5) ®(Um)=A. 

Построим, наконец, нормальный алгорифм 2tr,e [П. § 4.2] и опре
делим искомый алгорифм U как нормальную композицию алгорифмов 
Str.« и ф: 

(6) и = фо я Г в в . 

U есть нормальный алгорифм над Г [(6) , III. § 3 . 4 . 2 ] и, следова
тельно, над В [(1)]. Покажем, что для него выполняется условное 
равенство 1(3) , в котором Р означает произвольное слово в A, 2t — 
произвольный алгорифм в А. 

Пусть, в самом деле, 2t — нормальный алгорифм в А со схемой 
§ 1.1 (2). Положим для сокращения письма 

(7) Я , . = ^ , 1 т ( l < f < n ) . 

Тогда 

(8) &=Е1...ЕЯ [(7), § 1.1 (3)] 

Положим 

(9) C. = E1...EiŒi+1...Elt ( 0 < £ < л ) . 

Тогда 

(Ю) С 0 = е31и [ (9) , (8 ) , I. § 3 . 6 ( 4 ) ] , 

(11) СЛ = %ае [ (9 ) , (8) , I . § 3 / 6 ( 4 ) 1 
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Формула подстановки F^ï^i^n) имеет вид А4-*В4, где А.— 
слово в А, а В4, в зависимости от того, является ли F. простой фор
мулой или заключительной, есть либо также слово в А, либо слово 
вида • Н.у где И. — слово в А [II. § 3 . 5 ] . Представив каждую из фор
мул JF4- В ЭТОМ виде, будем иметь 

(12) Е4 = А4аО)<у ( 1 < 1 < л ) [(7)], 

где 

(13) Di = %B4\ ( l < i ' < * ) . 

есть, очевидно, слово в алфавите A U {ß} (l^i^n). 
В следующих леммах Р и R — произвольные слова в алфавите А, 

i — любое из чисел 1,.. . ,тг. 
6 . 1 . Если А{ не входит в R, то 

(14) %(С,_гЩ = СМ-
В самом деле, Е*... Е^г и Е\+Л... Еп суть слова в A U (a, ß, у}, 

Аг и R — слова в A, D4— слово в A U {ß}- Поэтому, если As не входит 
в R, то 

g (Ег.. .Е^ еА< хВ^Еш.. .EJR) 

=Ег. Л , а А T ^ i + i . . .ЛпЪЯ [5 (1)] , 

что переписывается в виде (14) [(12), I . § 3 . 6 ( 6 ) , I . § 3 . 6 ( 5 ) , ( 9 ) ] . 

6 . 2 . Если А4 входит в R, то 

(15) %(С^Щ = С Й ( R , A., Dt). 

В самом деле, при этом условии 

Ъ{Ег... iAt aZ>, yEi+i ...ЕЛ Щ 

= iEl.. AtoD^Ei+i. • -Д. $2 ( R , At, Dt) [5 {I)], 
что переписывается в виде (15) [(12), ( 8 ) , (10)] . 

6 .3 . %(CjR) = R. 
Это следует из (11) и 5 ( 3 ) . 
6 .4 . %(С0ЩЯ) = РЯ. 
Это следует из (10) и 5 ( 2 ) . 
6 . 5 . Я Г , , (И Ж 8Р) = С0&Р. 
В самом деле, 

%Г,г(^аЬР)=еЯаЬР [II. § 4 .2 (3 ) ] 

= С0ЬР [(10)]. 
6 . 6 . Если 91 : P I—(), то существует такой ряд слов Р0, Plt..., Pk 

(Äf>0), что 

(16) Р0=С0ЬР, 

(П) Л = 8 ( Л _ 3 ) ( 0 < * < * ) , 
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(18) i>* = W , 

(19) ®(Л )¥=А ( 0 < г < А ) . 

Пусть, в самом деле, 5t : P j — Ç . Тогда существуют такие числа i, 
что 1 ^ i ^ п и что входит в Р. Пусть к будет наименьшим из таких i. 
Тогда l ^ k ^ n и А4 не входит в Р при 1 < л < & , тогда как Ак входит 
в Р. Определим слова Р0,..., Р^ равенствами 

(20) Pt = CtbP (0 < г < Ä) 

и слово Рк равенством (18). 
Равенство (16) тогда будет выполнено [(20)]- Равенство (17) будет 

при 0<О*<А вытекать из 6.1 и (20). 
Имеем далее 

(21) <? = 2 ( Л Л , Вк), 

так как 2 1 . J P ] — Ç , причем применяется простая к-я. формула преобра
зования 

Fk = A k - > B k , 

где Вк — слово в А. Согласно (13), 

(22) Вк = Вк, 

так как Вк не содержит точки. Имеем поэтому 

8 ( i> . - 1 ) = S ( C M Ä P ) [(20)] 

= С0$2(Р, Ак, Вк) [ 6 .2 , (22)] 

= i>* [(21), (18)]. 

Таким образом, равенство (17) выполняется при 0<^i^k. Равен
ство (18) имеет место по определению Рк. Наконец, все слова Р4 

содержат букву е [(20), (18), (9)] , откуда, согласно схеме алгорифма®, 
следуют неравенства (19). 

6 .7 . Если %:Р\ Q, то существует такой ряд слов Р 0 , . . . , Рк 

( & > 0 ) , что выполнены условия (16) и (17) и что 

(23) Pk = Q9 

(24) ®(Л)^Д (0<i<k), 

(25) © ( ! > » ) = А . 

Пусть, в самом деле, 2t : P ] Q. Аналогично тому, как определя
лось число к в доказательстве предыдущей леммы, определим число h 
таким образом, что и что А, не входит в Р при 
тогда как АА входит в Р. Положим k = h-\-l и определим слова 
J P 0 , . . . , Рк__г равенствами 

(26) Р , . = СДР ( 0 < i < Ä ) ; 

http://21.jP
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слово Ph— равенством 

(27) />А = С ^ 2 ( Л A k , Dh); 

слово Рк— равенством (23). 
Равенство (16) будет тогда выполнено [(26)]. При 1 < ^ г < / г равен

ство (17) вытекает из 6 .1 и (26), а при i = h из 6 . 2 , (26) и (27 ) . Это 
равенство, таким образом, выполнено при l^i<^k. 

Так как 9t : Р\ — Q и Ah есть единственное из слов А19 — , . ^ в х о 
дящее в Р, формула Fh действует при применении алгорифма 91 
к слову Р и является заключительной. Как таковая она имеет вид 

A}l-+-ffh, 
причем Hh — слово в А и 
(28) <? = 2 ( i > , Ah, Hh). 

Имеем поэтому 
(29) Bh=-Hh, 
(30) D* = №h [ ( 2 9 ) , ( 1 3 ) ] . 

Пусть теперь R*Ah*S есть первое вхождение Ah в Р. Тогда 
(31) 2 ( Л Л, Dh)=R$HhS [ ( 3 0 ) ] , 
(32) Q=RHhS [ ( 2 8 ) ] , 

Ph = CompHhS [ ( 2 7 ) , (31) ] 
(33) =&*mpHts [(to)]. 
Здесь 91" — слово в A U {a , ß, у}; R, В~к и S — слова в А. Поэтому 

%(Ph) = RHhS [ ( 3 3 ) , 5 ( 2 ) J 

= Рк [ ( 3 2 ) , ( 2 3 ) ] , 
т. е. 

3 
Равенство (17) выполнено, таким образом, и при i = k. Равенство 

(23) выполнено по определению Рк. 
Слова Р4 содержат е при 0 < г < / г [(26), (27) , (9 ) ] , а слово Рк 

не содержит г [(23)]. Отсюда, согласно схеме алгорифма ©, следует 
соблюдение условий (24) и (25). Лемма, таким образом, доказана. 

6 . 8 . Если 91 : P 1 , где Р — слово в А, то существует такой ряд 
слов Р 0 , Р к ( А > 0 ) , что выполнены условия (16), (17), ( 2 4 ) , (25) 
и условие 
(34) Рк = Р. 

Пусть, в самом деле, 91: Pl. Тогда ни одно из слов А4 (i^i^n) 
не входит в Р. Положим к = п-{-1 и определим слова Р0,..., Рп 

равенствами 

(35) Р4 = С$Р ( 0 < ; < п ) 
и слово Рк равенством (34). 
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Равенство (16) выполнено согласно (35 ) . При 0 < г ^ / г , т. е. при 
0 < О * < £ , равенство (17) выполнено согласно 6 . 1 й (35) . 

Имеем далее 

(36) Рп = %*гЪР [ ( 3 5 ) , ( 1 1 ) ] , 

причем 51й есть слово в A J J {а , ß, у}, a Р — слово в А. Поэтому 

[ ( 3 6 ) , 5 ( 3 ) ] 

= Р> [ ( 3 4 ) ] , 

т. е. 3(iY_ 1) = -Pjfc. Равенство (17) выполнено, таким образом, и при 
i = k. Равенство (34) выполнено по определению Рк. 

Слова Р{ содержат s при 0 ^ z ' < A [ ( 3 5 ) , ( 9 ) ] , тогда как Рк не 
содержит е [ (34) ] . Принимая во внимание схему алгорифма ©, убе
ждаемся поэтому, что соблюдены условия (24) и ( 2 5 ) . 

6 . 9 . Если % :/>]=. Q, то 

(37) Xl(%1IbP)=Q. 

Пусть, в самом деле, 9 t : P | = - Ç - Тогда существует такой ряд слов 
Рг (г>0), что 

(38) Р0 = Р, 

(39) Pr=Q 

и что 

(40) Я:Р9\-Р1\-...\-Р_1[-.Рг. 

Согласно (40) и 6 . 6 , для каждого / такого, что 0 < / ' < > , может 
быть построен такой ряд слов Pj,0, Phi,..., Pj,^ ( Ä y > 0 ) , что 

(41) />„o = W _ l f 

(42) P}.i = %{P,.i-i) ( 0 < i < * / ) . 

(43) Лл = ^ , 
(44) ® ( i > y , i ) ^ A (0 < £ < * / ) • 

Согласно (40) и 6 . 7 , может быть построен такой ряд слов Рг о, 
Рг.и..., Pr.kr (К>0), что 

(45) i>r,o = C 08 JP r_ 1 > 

(46) Pr.i = %(PT,i-i) ( 0 < * < < & r ) , 

(47) Pr,K = Pr, 

(48) ® ( ^ , i ) ^ A ( 0 < i < f c r ) , 

(49) ®{Pr, ftf) = A 



§ 2. Теорема об универсальном алгорифме 185 

Мы имеем, таким образом, г рядов слов 

(50) -Ру.о, Риъ ( 1 < / < ^ ) , 

причем, согласно (41), (43) и (45), последний член Р7-1,к3„г (/—1)-го 
ряда совпадает с первым членом P J j 0 /-го ряда при Эти ряды 
можно поэтому так объединить в один ряд £7 0 , Uv..., UMI что всякий 
ряд (50) будет совпадать с рядом 

где 

(51) /г0 = 0, 

(52) m = hr. 

При этом 
17о = #л. [ ( 5 1 ) 1 

= С,ЬР [ (41) , (45) , (38)] 

(53) =Я Г , , (а«&Р) [ 6 . 5 ] , 

(54) ^* = S ( ^ ) ( 0 < . < « ) Г ( 4 2 Ь W J , 

ü m = ^ r [(52)] 

(55) =Pr,kr 

(56) = Ç [(47) , (39)] , 

(57) ®(U<)^A ( 0 < i < m ) [ (44) , (48) ] , 

(58) ©(&'„,) = А [ (55) , (49) ] . 

В силу (53) , (54) , (56) — (58) и согласно построению алгорифма ф, 

ф (Яг, . = 

Поэтому, согласно I I I . § 3. 4 . 3 и (6) , имеем доказываемое равенство (37). 
6 .10 . Если %: P\=Ql , то имеет место равенство (37). 
Это доказывается аналогично предыдущему, с той разницей, что 

вместо леммы 6.7 придется применить лемму 6 . 8 . 
6 . 1 1 . Если алгорифм % применим к слову Р, то 

(59) П(ЧГЪР) — ЩР). 

В самом деле, пусть алгорифм 3t применим к слову Р. Пусть Q 
означает результат применения 2Х к Р. Тогда 

(60) ЩР) = Я, 
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и потому либо 2 t : P | = . Ç , либо %:P\=Qi [II. § 3 . 6 . 3 ] . В обоих 
случаях имеет место равенство (37) [ 6 . 9 , 6 .10 ] . В силу (37) и (60), 
имеет место равенство (59), что и требовалось доказать. 

6.12. Если алгорифм U применим к слову ^ЬР, то алгорифм ф при
меним к слову С0ЬР. 

В силу III. § 3 . 4 . 3 и 6 .5 , это легко усматривается из равен
ства (6). 

6.13. Если алгорифм <£> применим к слову С0ЬР, то алгорифм 91 
применим к слову Р. 

В самом деле, пусть алгорифм «§> применим к слову С0ЬР и пусть 

${C$P)=v. 
Тогда, согласно построению алгорифма «£>, существует ряд слов 

Z 7 0 , • . . , Um ( m > 0 ) , удовлетворяющий условиям (2)—(5) и условию 

(61) и0 = с0ър. 
Имеет место одно из трех: либо 5t : Pi , либо существует такое 

слово Q, что 21 : P |—Ç, либо существует такое слово Q, что 9t : P | Q 
[II. § 3 . 6 . 1 ] . В первом и третьем случаях алгорифм 91 применим 
к слову Р, и доказывать больше нечего. Во втором случае существует 
ряд слов Р 0 , Р к ( & > 0 ) , удовлетворяющий условиям (16)—(19) 
[6 .6 ] , Пусть тогда г означает меньшее из чисел m я к. В силу (16) 
и (61), 

Р 0 =£/*„, 
откуда, согласно (17) и (2), 

(62) Pt=Ut (0 < £ < / • ) . 

В частности Pr = U„ откуда, в силу (19) и (5), г =̂ = т. 'Следовательно, 
г —к и к<^т. 

Имеем поэтому 
Ut = Pk [(62)] 

= C0IQ [(18)]. 

Здесь Q есть слово в алфавите А, так как 9t : P |—Q. Применяя к Q 
рассуждение, совершенно аналогичное только что проведенному для 
слова Р, мы убеждаемся в том, что либо алгорифм 21 применим к Q, 
либо словом U к начинается ряд слов 

иъ £ 7 f c + i , . . . , иЬЛхг ( & 2 > 0 , & + £ 2 < т ) 
такой, что 

Uic+ic2=CjiQ2, 

где Ç 2 таково, что 2t : Q |—Q0. В первом случае алгорифм 2t приме
ним и к Р, так как 9t :Р\—Q. Во втором случае мы можем применить 
к Q2 аналогичное рассуждение. 

Этот процесс последовательного построения слов Q, Q9, Qn и т. д. 
таких, что 21 : P |— Q )— Q2\ • • и рядов слов 

Г / 0 , . . . , Uk ( 0 < А < т п ) , 
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U i c + T c , ( Ä 2 > 0 , A - f - A 2 < m ) , 

1 7 ^ ^ + . . . + ^ , . . . , ик+ъ+...+^ ( Ä y > 0 , A + Ä 2 + . . . + Ä y < m ) 

должен оборваться, так как числа к> к -|~ к2,..., Ä + £ 2 - } ~ 
меньшие т?г, образуют возрастающий ряд. Оборваться же он может 
лишь на таком слове Q8, что либо 9t : Qsl, либо 9t : Q81 Çs-fb где 
^ e + i есть некоторое слово. В первом случае 

Я : 1 > | = < ? , - | , 
а во втором 

И :/> И •<?•+!• 
В обоих случаях алгорифм 9t применим к слову Р, что и требовалось 
доказать. 

6 . 1 4 . алгорифм U применим к слову 91И&Р, то алгорифм 2t 
применим к слову Р. 

Это непосредственно следует из двух предыдущих лемм. 
Из лемм 6.11 и 6 .14 вытекает справедливость условного равенства 

1(3 ) . Тем самым теорема об универсальном алгорифме 1.1 доказана. 

§ 3. Запись нормального алгорифма 
1. Способ изображения схемы нормального алгорифма, указанный 

в § 1, является простым и удобным, но требует введения новых букв. 
В дальнейшем [V] нам понадобится иной способ изображения схем 
нормальных алгорифмов, способ несколько более сложный, однако 
обходящийся лишь двумя буквами. В тех случаях, когда исходный 
алфавит содержит более одной буквы, этот способ даст нам возмож
ность записывать схемы нормальных алгорифмов в исходном алфавите 
в виде слов в этом же алфавите, что имеет существенное значение, 
как мы увидим ниже. 

2. Рассмотрим наряду с произвольным алфавитом А алфавит А 0 

[I. § 2 . 6 ] . Определим перевод слова в алфавите Б [§ 1 .1 (1 ) ] , как 
в I . § 6, считая при этом алфавит В пустым, беря в качестве а и ß 
[I. § 6] соответственно буквы а и è, a в качестве у ^ . . . , ук — буквы 
алфавита Б [§ 1. 1 (1) ] . Роль алфавита Б [I. § 6 . 1 ( 2 ) ] играет наш 
теперешний алфавит Б, роль алфавита А [I. § 6.1(1)]—алфавит А 0 

(отнюдь не теперешний алфавит А). 
Перевод всякого слова в алфавите Б есть теперь слово в алфа

вите А 0 , а именно некоторая (а, 6)-цепь в А 0 [I. § 6 . 2 . 1 ] , т. е. неко
торое соединение (а, 6)-звеньев [I. § 5.2] или пустое слово, (а, 6)-
звеньями являются слова aba, abba, abbba,... [I. § 5 . 1 ] . 

Может быть построен нормальный алгорифм % над алфавитом A 0 U Б, 
перерабатывающий всякое слово в алфавите Б в перевод этого слова 
[II. § 4 .14 ] . Может быть также построен нормальный алгорифм £ х 

над А 0 (J Б, перерабатывающий перевод всякого слова в Б в само это 
слово [II. § 4 . 1 5 ] . Этими алгорифмами мы будем пользоваться в даль
нейшем. 

3. Будем теперь рассматривать нормальные алгорифмы в алфа
вите А и их изображения [§ 1.1]. Изображение всякого нормального 
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алгорифма в А есть слово в алфавите Б [§. 1 .1 (1 ) ] . Перевод этого 
изображения есть слово в алфавите А 0. 

Перевод изображения нормального алгорифма в алфавите А мы 
будем называть записью этого алгорифма. Запись алгорифма 3t мы 
будем обозначать символом 9t3. 

По определению записи 

9t3 = î (9 i ï ï ) , 

(1) 91й = Ж1 (213) 

для всякого нормального алгорифма 9t в алфавите А. 
3 . 1 . Запись всякого нормального алгорифма в алфавите А есть слово-

в алфавите А0. 
3 .2 . Всякий нормальный алгорифм в алфавите А вполне определяется 

своей записью. 
В самом деле, если дана запись ЭД3 нормального алгорифма 9t 

в алфавите А, то изображение 2tH этого алгорифма может быть полу
чено в результате применения к 9t3 алгорифма £ 3 [(1)], а схема алго
рифма 9t может быть затем однозначно восстановлена по изображению 
[§ 1.3]. 

4. Особенно интересен тот случай, когда буквы а и b принадлежат 
алфавиту А, т. е. когда А 0 С А. Тогда запись всякого нормального 
алгорифма в алфавите А есть слово в том же алфавите [3. 1]. Эта воз
можность записывать схемы нормальных алгорифмов в алфавите А 
в виде слов в том же алфавите, очевидно, связана не с тем, что А 
содержит именно буквы а и i , а только с тем, что этот алфавит 
содержит не менее двух букв. Тогда можно выбрать произвольным 
образом какие-нибудь две из букв алфавита А и определить запись 
нормального алгорифма в А, заставляя эти буквы играть роли а и Ь. 

5. Запись 913 нормального алгорифма 9t в алфавите А была опре
делена выше с помощью изображения этого алгорифма и, значит, 
с помощью вспомогательных букв ос, ß, у, не принадлежащих А. В ее 
определении играла существенную роль нумерация букв получаемого 
после их присоединения алфавита A (J {сс, ß, у}, поскольку от этой 
нумерации существенно зависит операция перевода слов в A U (ос, ß, у} 
[I. § 6 .1 ] . Это вносило в определение записи нормального алгорифма 
элемент произвола. Для сведения произвола к минимуму условимся 
придавать буквам алфавита А номера от 1 до тг, где п — число их, 
а буквам а, ß, у—соответственно номера тг—|— 1, п-{-2 и тг + З. 
Запись 9t3 нормального алгорифма 9t, очевидно, не будет тогда зави
сеть от того, каковы буквы а, ß, у, так как эти буквы при переходе 
от 91й к 9t3 всё равно заменяются соответственно (а, й)-звеньями: 

abn+la, аЬп+\ а 6 п + 3 а . 

Остается лишь зависимость записи от избранной нумерации букв алфа
вита А. Коль скоро эта нумерация фиксирована, мы вправе рассматри
вать записи нормальных алгорифмов в 9t как вполне определенные 
слова в А 0. 
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§ 4 . Видоизменение теоремы об универсальном алгорифме 
1. Мы докажем теперь теорему, аналогичную теореме § 2 . 1 . 1 , 

в которой роль изображения 21й алгорифма 9t будет играть его 
запись 21я. Эта «видоизмененная теорема об универсальном алгорифме» 
понадобится нам в дальнейшем. При ее формулировке мы сохраним 
обозначения, введенные в § 3 (предположения о принадлежности букв 
а и Ъ к алфавиту А делать не будем) и будем считать фиксированной 
некоторую нумерацию букв алфавита А. 

1 .1 . Пусть буква S не принадлежит алфавиту A U А 0. Тогда может 
быть построен такой нормальный алгорифм 93 над алфавитом 
A U А 0 U {$}, что 
(1) %(%*ЬР)~%(Р) 
для слов Р в А и нормальных алгорифмов 9t в А. 

В самом деле, пользуясь какими-нибудь буквами а, ß, у, не при
надлежащими алфавиту A U {&}, построим универсальный алгорифм U 
над алфавитом A U (a, ß, у, Щ согласно § 2 . 1 . 1 таким образом, чтобы 
имело место условное равенство § 2 .1 (3). Построим нормальные алго
рифмы З г 8 и © г 8 [II. § 4 . 1 0 ] , где 

<2) T = A U A 0 U {ос, ß, у} . 
Построим алгорифм Ht как нормальную композицию алгорифмов 

(3) Я = Ж 1 о З г > г 

31 есть нормальный алгорифм над Г U Щ [III. § 3 . 4 . 2 ] . Построим 
нормальный алгорифм © над Г U {<$} согласно теореме объединения 
[Ш. § 4 . 1 . 1 ] таким образом, что 
(4) © (Q) ~ «R (Q) Ь®Г> t (Q) (Q — слово в Г U {&}). 

Искомый алгорифм 23 построим как нормальную композицию алгориф
мов S и U: 
(5) 23 = U° е. 

33 есть нормальный алгорифм над алфавитом Г U {Щ [ (5) , III. § 3 . 4 . 2 ] 
и, следовательно [(2)] , над A U А 0 U {<$}. Покажем, что для него имеет 
место условное равенство (1). 

Пусть, в самом деле, 51 — нормальный алгорифм в А, Р— слово 
в этом алфавите. Тогда 
(6) З г > j ( № ) == 9(а [II. § 4 . 1 0 . 5 ] , 

<7) © P I 5 = [П. § 4 . 1 0 . 6 ] , 

$ Л ( ^ ) ~ 3 : 1 ( З г > в ( 3 1 , & Р ) ) [(3) , III. § 3 . 4 . 3 ] 
(8) = « • [ (6) , § 3 . 3 ( 1 ) ] , 
(9) © ( № ) = № [ (4) , ( 8 ) , (7 ) ] , 

93 (%3ЬР) ~ U (© (31 3^)) [(5) , III. § 3 . 4 . 3] 
=:U(«"àP) [(9)] 
- В Д [ § 2 . 1 ( 3 ) ] , 

что и требовалось доказать. 



Глава V 

ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ НЕВОЗМОЖНОСТИ АЛГОРИФМОВ 

Уточнение понятия алгорифма путем перехода к понятию нормали
зуемого алгорифма дает возможность доказать неразрешимость ряда 
математических проблем. Все эти проблемы имеют одву существенную 
общую черту — это суть «массовые» проблемы. Так естественно назы
вать проблемы следующего типа. Рассматривается некоторый класс 
единичных проблем, каждая из которых является вопросом, требующим 
утвердительного или отрицательного ответа. Ставится проблема разыска
ния единого общего конструктивного метода нахождения правильного 
решения для любой единичной проблемы из рассматриваемого класса. 

Можно, например, интересоваться единичными проблемами о взаим
ной простоте каких-нибудь двух данных натуральных чисел. Каждая 
из этих проблем формулируется как вопрос: «являются ли данные 
натуральные числа M ж N взаимно простыми?». Массовая проблема, 
соответствующая классу этих единичных проблем, будет состоять 
в разыскании единого общего конструктивного метода, позволяющего 
узнавать для любых двух данных натуральных чисел M ж N 
являются ли они взаимно простыми. Эта массовая проблема, как 
известно, разрешима; ее решение может, например, состоять в приме
нении алгорифма Эвклида для разыскания общего наибольшего дели
теля к данным натуральным числам M и N: эти числа тогда и только 
тогда взаимно просты, когда их общий наибольший делитель, найден
ный в результате применения алгорифма Эвклида, равен единице. 

Можно, далее, интересоваться единичными проблемами значительно 
более общего характера, скажем, проблемами о разрешимости в целых 
числах какой-нибудь данной системы так называемых «неопределенных» 
уравнений. Каждая из этих проблем формулируется как вопрос: «суще
ствуют ли целые числа Л^,.*. , Nkl удовлетворяющие данной системе 
неопределенных уравнений?». Массовая проблема, соответствующая 
классу таких единичных проблем, будет состоять в разыскании единого 
общего конструктивного метода, позволяющего узнавать для любой 
системы неопределенных уравнений, имеет ли эта система решение 
в целых числах. Эта массовая проблема была, как известно, формули
рована Гильбертом на математическом конгрессе в Париже в 1900 г. 
в числе других трудных математических проблем. Она не решена до 
сих пор. 

В обоих этих примерах каждую единичную проблему, входящую 
в рассматриваемый класс, можно характеризовать некоторым словом: 
в первом примере единичная проблема характеризуется парой натураль-
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ных чисел, которую можно записать словом в алфавите С [II. § 2 . 2 ] j 
во втором примере единичная проблема характеризуется системой 
неопределенных уравнений, и можно придумать различные способы 
записи таких систем в виде слов в некотором алфавите. 

Несколько расплывчатый термин «единый общий конструктивный 
метод», встречающийся в формулировке массовой проблемы, естественно 
уточнить как «алгорифм». Алгорифм этот должен давать правильный 
ответ «да» или «нет» на всякий вопрос, составляющий содержание 
какой-либо из единичных проблем рассматриваемого класса. Это тре
бование естественно истолковывать так: алгорифм должен быть применим 
к записи любой единичной проблемы рассматриваемого класса и дол
жен перерабатывать эту запись в слово «да», если проблема решается 
в положительном смысле, и в слово «нет», если она решается в отри
цательном смысле. При этом алфавит записей единичных проблем 
дополняется русскими буквами а, д, е, н, т (нужными для составления 
слов «да» и «нет») и «алгорифм» понимается как алгорифм над полу
ченным таким образом алфавитом А [II. § 1 . 6 ] . 

Нетрудно, однако, видеть, что в явном введении этих русских букв 
в сущности нет надобности. Чтобы в этом убедиться, надо лишь при
нять во внимание наличие алгорифмов 91 и 23 в алфавите А, работаю
щих следующим образом: % перерабатывает «да» в пустое слово, 
а «нет» в непустое слово; 3 3 перерабатывает пустое слово в «да», а вся
кое непустое слово в алфавите А в слово «нет». 

Наличие этих алгорифмов дает возможность заменить формулиро
ванное выше требование, предъявляемое к искомому алгорифму, сле
дующим требованием: алгорифм должен быть применим к записи любой 
единичной проблемы рассматриваемого класса и должен тогда и только 
тогда перерабатывать эту запись в пустое слово, когда единичная 
проблема решается в положительном смысле. 

Принцип нормализации алгорифмов [II. § 5] дает, наконец, воз
можность еще более уточнить формулировку массовой проблемы. 
Согласно этому принципу, искомый алгорифм, если существует, то 
нормализуем и, следовательно, вполне эквивале:гген относительно рас
сматриваемого алфавита записей проблем некоторому нормальному алго
рифму над этим алфавитом. При применении к записям проблем этот 
нормальный алгорифм работает так же, как первоначальный: он тогда 
и только тогда перерабатывает запись единичной проблемы в пустое 
слово, когда проблема решается в положительном смысле. 

Таким образом мы приходим к следующей постановке массовой 
проблемы для данного класса единичных проблем. Требуется построить 
нормальный алгорифм над алфавитом записей рассматриваемых еди
ничных проблем, тогда и только тогда перерабатывающий запись 
единичной проблемы в пустое слово, когда эта проблема решается 
в положительном смысле. 

Так поставленные массовые проблемы мы будем называть нормаль
ными массовыми проблемами. Принцип нормализации, очевидно, дает 
возможность утверждать, что всякая массовая проблема сводится 
к нормальной массовой проблеме. 

Ряд нормальных массовых проблем естественно возникает в самой 
теории алгорифмов. Это в первую очередь проблемы, связанные с при
менимостью нормального алгорифма к слову. В настоящей главе мы 
докажем неразрешимость некоторых проблем этого рода — невозмож
ность искомых в них нормальных алгорифмов. 
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§ 1. Самоприменимые и несамоприменимые алгорифмы 
1. Если алфавит А содержит более одной буквы, то, как было 

выяснено [IV. § 3 . 4 ] , имеется простая возможность записывать схемы 
нормальных алгорифмов в А в виде слов в этом же алфавите. К записи 
213 какого-нибудь нормального алгорифма 2t в алфавите А можно тогда 
попытаться применить этот же самый алгорифм 21. Мы докажем в этом 
параграфе одну простую и почти очевидную теорему невозможности, 
связанною с применением нормальных алгорифмов к их собственным 
записям. В дальнейшем она послужит нам основой многих моноо три
виальных результатов. 

2. Будем рассматривать алфавит А, содержащий алфавит А п, т. о. 
содержащий латинские буквы а и Ь. Определим, как вышо [IV. § 3 . 3 | , 
запись произвольного нормального алгорифма в А. Она является сло
вом в Ап [i.V. § 3 .3 .1 ] и, значит, в А. 

Будем говорить о нормальном алгорифме 2t в А, что он самопри
меним, если он применихм к своей записи. Будем говорить о нем, что 
он несамоприменим, если он не применим к своей записи. 

Легко могут быть построены как самоприменимые, так и несамо
применимые нормальные алгорифмы в А. Самоприменимым является, 
например, тождественный алгорифм в алфавите А [II. § 4 . 2 | . Он при
меним ко всякому слову в А, в частности к своей записи. Иосамопри-
меиимым является пустой алгорифм в А [II. § 4 . 3 ] . Он не применим 
ни к какому слову в А и, в частности, ио применим к своей записи. 

2. 1. Невозможен нормальный алгорифм в А, применимый к тем 
и только к тем записям нормальных алгорифмов в А, которые являются 
записями несамоприменимых алгорифмов. 

Иначе говоря, повозможон нормальный алгорифм $ в А со следую
щим свойством II: ф тогда и только тогда примоним к записи 2t3 

какого-либо нормального алгорифма 5t в А, когда этот алгорифм не-
самоприменим. 

В самом деле, допустим, что построен такой алгорифм <£>. Если бы 
он был самопримоиим, т. о. применим к ф\ то в силу своого свой
ства Н, он был бы носамопримоиим. Таким образом, предположение 
о самоприменимости £> опровергается ириводониом к нолопости. Следо
вательно, ф носамопримоиим и, значит, £vl ость запись носамешримо-
нимого алгорифма. В силу свойства II алгорифма ф отсюда следует, 
однако, что ф примоним к £У\ т. е. самопримоиим. Таким образом, 
предположение о наличии алгорифма ф со свойством II опровергается 
приведением к нелепости. Такой алгорифм, слодовательно, невозможен, 
что и требовалось доказать. 

3. В доказанной только что теореме устанавливалась невозможность 
нормального алгорифма в алфавите А, обладающего некоторым свой
ством Н. Предполагая теперь, что алфавит А содержит но только буквы 
а и 6, но также буквы с и rf, мы усилим теорему 2. 1, утверждая 
невозможность нормальных алгорифмов над алфавитом А 0, обладающих 
тем же свойством Н, Записи нормальных алгорифмов, о которых будет 
идти речь, попрежиему определены лишь для нормальных алгорифмов 
в А. Алфавит, состоящий из четырех букв а, 6, r} d, мы обозначили 
через А, [I. § 2 . 6 ] . 

3 . 1 . Если А, С А, то невозможен нормальный алгорифм над А 0, при
менимый к тем и только к тем записям нормальных алгорифмов в А, 
которые являются записями несамоприменимых алгорифмов. 
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Иначе говоря, если А х с А , то невозможен нормальный алгорифм 
над А 0 со свойством Н. 

В самом деле, допустим, что построен такой алгорифм St. Тогда 
к алфавиту А 0 , буквам с, d и алгорифму $ применима теорема I I I . § 7 . 4 . 5 . 
Согласно этой теореме может быть построен нормальный алгорифм ф 0 

в алфавите А 2 , применимый к тем и только к тем словам в А 0, к кото
рым применим алгорифм 51. 

Принимая во внимание, что Аг С А, построим естественное распро
странение ф алгорифма ф 0 на алфавит А [ I I I . § 1 .3 ] . Имеет место 
условное равенство 

Ç>o(P)-$(P) (Р-опово в А х) [ I I I . § 1 ( 1 ) ] , 

показывающее, что алгорифм ф применим к тем и только к тем словам 
в Av к которым применим алгорифм ф0. Так как А 0 С А г , алгорифмы 
§ и $ применимы к одним и тем же словам в А 0 и, значит, к одним 
и тем же записям нормальных алгорифмов в А. Следовательно, ф, как 
и применим к тем и только к тем записям нормальных алгорифмов 
в А, которые являются записями несамоприменимых алгорифмов. Вместе 
с тем ф есть нормальный алгорифм в А. Такой алгорифм, однако, 
невозможен [ 2 . 1 ] . Невозможен, следовательно, и нормальный алго
рифм $ над А 0 со свойством Н, что и требовалось доказать. 

4 . Со свойствами самоприменимости .и несамоприменимости нор
мальных алгорифмов естественно связать массовые проблемы распоз
навания этих свойств. Для каждого нормального алгорифма в алфа
вите А, заданного своей записью, можно поставить единичную проблему 
о самоприменимости (несамоприменимости) этого алгорифма. Всякому 
данному алфавиту А, содержащему алфавит А 0, соответствует класс 
таких единичных проблем. Каждая единичная проблема этого класса 
характеризуется некоторым словом в алфавите А 0 — записью нормаль
ного алгорифма, о котором идет речь в единичной проблеме. Соответ
ствующая нормальная массовая проблема будет состоять в построении 
нормального алгорифма над алфавитом записей А 0, применимого к записи 
5t3 любого нормального алгорифма 5t в А и перерабатывающего 5t3 в А 
тогда и только тогда, когда 5t самоприменим (несамоприменим). Мы 
покажем сейчас, что эта массовая проблема неразрешима, если Аг С А. 

4 . 1 . Если A-jCA, то невозможен нормальный алгорифм ф над А 0 , 
удовлетворяющий следующему условию: каков бы ни был нормальный 
алгорифм 5t в А, ф тогда и только тогда перерабатывает 5t3 в А, когда 
5t несамоприменим. 

В самом деле, допустим, что построен нормальный алгорифм ф над 
А 0, удовлетворяющий этому условию. Пусть Б — его алфавит. Построим 
нормальный алгорифм 23 в Б со схемой 

Очевидно, что 23 применим к А и не применим ни к какому непустому 
слову в Б. 

Определим алгорифм 5t как нормальную композицию алгорифмов 
ф и 23: 

(1) £ = 23оф. 
13 А. А. Марков 
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$ есть нормальный алгорифм над Б [ ( 1 ) , I I I . § 3 . 4 . 2 ] и, следова
тельно, над А 0. 

-»(#(/>)) (Р — слово в Б) [ ( 1 ) , I I I . § 3 . 4 . 3 ] 
и, в частности, 

(2) $(21 3 )~23(ф (2t3)) 

для любого нормального алгорифма 2t в А. 
Согласно (2), для применимости $ к записи 2t3 нормального алго

рифма 91 необходимо и достаточно, чтобы алгорифм ф был применим 
к 213, а алгорифм 23 — к ф (913). Но в случае применимости ф к 21'' 
ф(913) есть слово в Б, так как ф — алгорифм в Б. Поэтому 23 применим 
к ф(913) тогда и только тогда, когда ф(213) = Л. Таким образом, алго
рифм к тогда и только тогда применим к 213, когда ф(21 3 )=Л, т. е. 
когда алгорифм 21 несамоприменим. Такой алгорифм однако, невоз
можен, так как A j C A | 3 . 1 ] . Невозможен, следовательно, и нормаль
ный алгорифм ф, удовлетворяющий формулированному в теореме усло
вию, что и требовалось доказать. 

В теореме 4 . 1 не требовалось даже, чтобы алгорифм ф был приме
ним к записи любого нормального алгорифма в А. Требовалось лишь, 
во-первых, чтобы он перерабатывал в пустое слово запись всякого 
несамоприменимого алгорифма, и, во-вторых, чтобы всякий нормальный 
алгорифм в А, запись которого ф перерабатывает в пустое слово, был 
несамоприменим. Теорема утверждала невозможность алгорифма ф над А 0 , 
удовлетворяющего этим условиям. Теорема, разумеется, остается верной, 
если к условиям, налагаемым на ф, добавить требование применимости 
к записи любого нормального алгорифма в А в соответствии с приве
денной выше формулировкой нормальной массовой проблемы распозна
вания несамоприменимости. Мы получаем, таким образом, следующее 
видоизменение теоремы 4 . 1 . 

4 . 2 . Если А, с А , то невозможен нормальный алгорифм над А 0 , 
применимый к записи 213 любого нормального алгорифма il в А и пере
рабатывающий 913 в А тогда и только тогда, когда 21 несамоприменим. 

Нетрудно далее видеть, что в теореме 4. 2 возможна замена слова 
«несамоприменим» словом «самоприменим», т. е. что имеет место и сле
дующая теорема. 

4 . 3 . Если Aj С А, то невозможен нормальный алгорифм над А 0 , 
применимый к записи 213 любого нормального алгорифма 21 в А и перера-* 
батывающий 213 в А тогда и только тогда, когда 21 самоприменим. 

В самом деле, допустим, что такой алгорифм $ построен. Пусть 
Б — его алфавит. Тогда А 0 с Б и потому а £ Б [I. § 2. 6 ] . Построим 
нормальный алгорифм 21б,Л, а, А [II- § 4 . 1 1 ] и определим алгорифм ф 
как нормальную композицию алгорифмов $ и 21Б,А, а, А: 

(3) Ф = ^ Б , А , а , А oSL 

ф есть нормальный алгорифм над Б [(3), I I I . § 3 . 4 . 2 ] и, следова
тельно, над А 0. 

ф « ? ) - 2 1 Б , А , а , А ( а д ) ) (Q — слово в Б) [(3), III . § 3 .4 .3 ] 
и, в частности, 

(4) 
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для любого нормального алгорифма % в алфавите А. С другой стороны, 

(5) 51Б,А,а,л(51(513)) = а ^ Л , 

если 5l(5(3) = A [П. § 4.11(2)] и 

(6) 51в,А,а,л(£(21 3)) = А, 

если 5 t (5 i 3 )^A [II. § 4 . 1 1 ( 3 ) ] . 
Так как алгорифм 51 применим к записи любого нормального алго

рифма в А, алгорифм ф также применим к записи любого нормального 
алгорифма в А, причем ф(21 3 )=А тогда и только тогда, когда Л(213)=7̂ =А 
[(4)—(6)]. Но &(513) = А тогда и только тогда, когда алгорифм % само
применим. Следовательно, 5t(5l3)=^=A тогда и только тогда, когда 51 
несамоприменим. Значит, ф(513) = А тогда и только тогда, когда 51 
несамоприменим. Невозможность нормального алгорифма ф с этим 
свойством была, однако, только что установлена [4 .2 ] . Следовательно, 
невозможен и нормальный алгорифм Ä со свойством, указанным в теореме 
4 . 3 , что и требовалось доказать. 

§ 2. Проблема распознавания применимости 
1. В связи со всяким нормальным алгорифмом S над данным алфа

витом Г естественно поставить проблему распознавания применимости 
этого алгорифма к словам в Г, состоящую в следующем: требуется 
построить нормальный алгорифм над Г, применимый ко всякому слову 
в Г и перерабатывающий в пустое слово те и только те слова в Г, 
к которым применим алгорифм <£. Мы покажем в этом параграфе, что 
алфавит Г и нормальный алгорифм S в нем могут быть построены так, 
что проблема распознавания применимости алгорифма £ к словам в Г 
окажется неразрешимой: искомый в этой проблеме нормальный алгорифм 
будет невозможен. В основе построения будет лежать видоизмененная 
теорема об универсальном алгорифме, которую мы будем сочетать 
с результатами § 1. 

2. Докажем следующую теорему. 
2 . 1 . Может быть построен нормальный алгорифм 23 над алфавитом 

А0 [I. § 2 . 6 ] , удовлетворяющий следующему условию: невозможен нор
мальный алгорифм 51 над А 2, перерабатывающий в А те и только те 
слова в А 2, к которым 23 не применим. 

В самом деле, принимая во внимание, что буква е не принадлежит 
алфавиту Аг \J А 0, т. е. А 1 [I. § 2 . 6] , построим нормальный алгорифм 23 
над А1 (J А 0 U {е}, т. е. над А 2 [I. § 2 . 6 ] , согласно IV. § 4 . 1 . 1 таким 
образом, чтобы соблюдалось условие 

(1) 23(5t 3 eP)~5l(P). 

А1 играет при этом роль алфавита А из теоремы IV. § 4 . 1 . 1 , е — роль 
записи определяются для нормальных алгорифмов в A z; (1) имеет 

место для слов Р в А7 и нормальных алгорифмов 21 в А х. Покажем, 
что 23 удовлетворяет формулированному в теореме условию. 

Допустим, в самом деле, что & есть нормальный алгорифм над А 2, 
перерабатывающий в А те и только те слова в А 2, к которым 23 не при
меним. 

1 3 * 
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Построим тождественный нормальный алгорифм 21А0, А В алфавите А 0 

[II. § 4 . 2 ] . Построим нормальный алгорифм S над алфавитом А 0 U ( е ) 
согласно теореме объединения III . § 4 . 1 . 1 таким образом, что 

(2) ЩР) ~ 2tAo, л (Р)е 2tAo, А (P) (Р — слово в А 0). 

Построим, наконец, алгорифм ф как нормальную композицию алго
рифмов S3 и 
(3) ф = 5Ь 23-

ф есть нормальный алгорифм над А 2, так как Ä — нормальный алго
рифм над А 2 [(3), III. § 3 . 4 . 2 ] . Следовательно, ф есть нормальный 
алгорифм над А0. Так как 21АО, А — тождественный алгорифм в А0, имеем, 
согласно (2), 
(4) 23(2t3) = 2t3e2t3 

для любого нормального алгорифма 2t в А г Поэтому 

£(2t 3)~tf(2t 3e2t 3) [(3), I I I . § 3 . 4 . 3 , (4)] 

и, следовательно, ф(213) = А тогда и только тогда, когда 5t (2t3^2l3) = A. 
С другой стороны, 23 (2t3 e2t3) 2t (2t3) для любого нормального алго

рифма 2t в Ах [(1)]. Поэтому нормальный алгорифм 2t в А х тогда и только 
тогда несамоприменим, когда алгорифм 93 не применим к слову 2l3e2t3. 

Но, согласно нашему допущению, касающемуся алгорифма Ä, 93 тогда 
и только тогда не применим к 2t3e2t3, когда Ä(2l3e2t3) = А, т. е. когда 
ф(213) —А. Таким образом, ф(213) = Л тогда и только тогда, когда алго
рифм 2t несамоприменим. Алгорифм «£> с этим свойством, однако, невоз
можен согласно теореме § 1 .4 .1 , условие которой соблюдено, так как 
роль А играет А г 

Тем самым установлена невозможность нормального алгорифма St 
над А2, перерабатывающего в А те и только те слова в А 2, к которым 
алгорифм 93 не применим, что и требовалось доказать. 

Только что указанный алгорифм 93, удовлетворяющий условию, 
формулированному в теореме 2 . 1 , является нормальным алгорифмом 
в некотором алфавите, состоящем из большого числа букв. Мы покажем 
сейчас, что уже в двухбуквенном алфавите А 0 может быть построен 
нормальный алгорифм с тем же свойством. 

2 .2 . Может быть построен нормальный алгорифм 930 в алфавите А 0 , 
удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный алгорифм 
ф над А0, перерабатывающий в А те и только те слова в А 0, к кото
рым 930 не применим. 

Построим, в самом деле, нормальный алгорифм 93 над А 2 согласно 
2 .1 и нормальный алгорифм 930 в А 0 как перевод алгорифма 93 [III. § 7 . 1 ] . 
При этом роли В, ос, ß, у ^ . . . , у* пусть играют соответственно пустой 
алфавит, а, Ъ и буквы алфавита алгорифма 93. Роль алфавита Б 
[III. § 7 .1(2) ] будет соответственно этому играть алфавит алгорифма 
S3, который мы и обозначим через Б; роль алфавита А [III. § 7.1 (1)] 
будет играть А0. Очевидно, что 

(5) А 2 С Б . 

Обозначая алгорифм перевода через %, будем иметь 

33 0(2(Ç))~2(33(<?)) (Q — слово в Б) [ I I I . § 7 . 2 . 1 ] , 
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причем % есть нормальный алгорифм над Б [ I I . § 4 . 1 4 ] . Так как 
алгорифм % применим ко всякому слову в Б, это условное равенство 
показывает, что 2 3 0 тогда и только тогда применим к переводу слова Q 
в Б, когда 23 применим к самому этому слову. 

2 3 0 есть нормальный алгорифм в А 0 [III. § 7 . 1 . 1]. Покажем, что 
он удовлетворяет условию, формулированному в 2 . 2 . 

Допустим, действительно, что ф есть нормальный алгорифм над А 0 , 
перерабатывающий в А те и только те слова в А 0, к которым 2 3 0 не при
меним. 

Построим алгорифм $ как нормальную композицию алгорифмов £ 
и ф: 

(6) £ = ф о г . 

$ есть, как и 5 £ , нормальный алгорифм над Б [(6) , I I I . § 3 . 4 . 2 ] 
и, значит, над А 2 [(5)]. 

St(Q)~$(Z(Q)) (Q — слово в Б) [ (6) , I I I . § 3 . 4 . 3 ] , 

и потому $ ( Ç ) = A для тех и только тех слов Q в А2, для которых 

(7) $ ( S ( Ç ) ) = A . 

Здесь Z(Q) всегда является словом в А0. Поэтому, согласно пред
положению об алгорифме «£>, равенство (7) имеет место для тех и только 
для тех слов Q в А 2, для которых слово X (Q) таково, что алгорифм 2 3 0 

к нему не применим. Применимость же 2 3 0 к J как отмечено выше, 
равносильна применимости алгорифма 23 к Q. Таким образом, нормаль
ный алгорифм $ над А 2 перерабатывает в А те и только те слова в А 2 , 
к которым алгорифм S3 не применим. Такой нормальный алгорифм, 
однако, невозможен [2 .1 ] . Невозможен, следовательно, и нормальный 
алгорифм ф над А 0 , перерабатывающий в А те и только те слова в А0, 
к которым алгорифм 2 3 0 не применим, что и требовалось доказать. 

Аналогично тому, как мы переходили от теоремы § 1.4 .1 к теоремам 
§ 1.4.2 и § 1 .4 .3 , можно перейти от теоремы 2 .2 к следующим резуль
татам. 

2 .3 . Может быть построен нормальный алгорифм 2 3 0 в алфавите А 0 , 
удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный алгорифм 
над А0, применимый ко всякому слову в А 0 и перерабатывающий в А 
те и только те слова в А 0, к которым 2 3 0 не применим. 

2 . 4 . Может быть построен нормальный алгорифм 2 3 0 в алфавите А 0 , 
удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный алгорифм 
над А 0, применимый ко всякому слову в Ап, и перерабатывающий в пустое 
слово те и только те слова в А0, к которым 2 3 0 применим. 

Теорема 2 . 3 есть очевидное следствие теоремы 2 . 2 , а теорема 2 . 4 
легко доказывается на основе 2 . 3 с помощью алгорифма 21в,л,а,л, где 
Б — алфавит предполагаемого алгорифма ф [II. § 4 . 1 1 ] . 

Теорема 2 . 4 показывает, что для некоторого нормального алгорифма 
2 3 0 в А 0 проблема распознавания применимости к словам в А 0 [1] 
неразрешима: искомый в этой проблеме нормальный алгорифм невоз
можен. 
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§ 3. Проблема распознавания аннулирования 
1. Будем говорить, что алгорифм $ аннулирует слово Р, если он 

перерабатывает Р в пустое слово. 
Аналогично проблеме распознавания применимости нормального 

алгорифма [§ 2 .1] может быть поставлена проблема распознавания анну
лирования слов нормальным алгорифмом, состоящая в следующем. Пусть 
дан нормальный алгорифм S над алфавитом Г. Требуется построить 
нормальный алгорифм над Г, применимый ко всякому слову в Г и анну
лирующий те и только те слова в Г, которые аннулирует (£. Мы пока
жем в этом параграфе, что алфавит Г и нормальный алгорифм Ü в нем 
могут быть построены так, что проблема распознавания аннулирования 
слов в Г алгорифмом 6 будет неразрешимой. 

2. Докажем прежде всего следующую лемму. 
2 . 1 . Каков бы ни был нормальный алгорифм 21 над алфавитом А, 

может быть построен нормальный алгорифм 93 над А, аннулирующий 
те и только те слова в К, к которым применим алгорифм 91. 

Пусть, в самом деле, 91 — нормальный алгорифм над алфавитом А. 
Пусть Б — его алфавит. Построим нормальный алгорифм Ё Б в Б, анну
лирующий всякое слово в этом алфавите [II. § 4 . 7 ] . Определим алго
рифм 93 как нормальную композицию алгорифмов 91 и Ё Б : 

(1) 23 = 6 Б ° 9 ( 

и покажем, что он является искомым нормальным алгорифмом над А, 
аннулирующим те и только те слова в А, к которым применим алго
рифм 91. 

Действительно, 23 есть нормальный алгорифм над Б [(1), III . § 3. 4 . 2 ] , 
а так как, очевидно, 

(2) А С Б, 

23 есть нормальный алгорифм над А. Имеем далее 

(3) 23(Р)-е Б (91(Р)) (Р— олово в Б) [III. § 3 . 4 . 3 , (1)] . 

Здесь %(Р) есть слово в Б, коль скоро алгорифм 91 применим к Р. 
Следовательно, Ё Б(91(Р)) = А при том же условии. Условное равенство 
(3) показывает, таким образом, что алгорифм 9t тогда и только тогда 
применим к слову Р в Б, когда алгорифм 23 аннулирует это слово. 
В силу (2), это и подавно справедливо для слов в А, что и требовалось 
доказать. 

3. Теорема § 2 . 2 . 2 и лемма 2 . 1 дают следующий результат. 
3 . 1 . Может быть построен нормальный алгорифм й$г над алфави

том А0, удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный 
алгорифм над А0, аннулирующий те и только те слова в А0, которые 
алгорифм 2i j не аннулирует. 

В самом деле, построим нормальный алгорифм 230 согласно § 2 . 2 . 2 
и применим к алфавиту А 0 и алгорифму 230 лемму 2 . 1 . Согласно этой 
лемме построим нормальный алгорифм 831? аннулирующий те и только 
те слова в А0, к которым применим алгорифм 230. Согласно построению, 33х 

тогда и только тогда не аннулирует какое-нибудь слово в А 0, когда алго
рифм 230 не применим к этому слову, откуда и следует, что 2^ есть 
искомый алгорифм. 
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Теорема 3 .1 допускает следующее усиление. 
3 . 2 . Может быть построен нормальный алгорифм 232 в алфавите 

А 0, удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный 
алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те слова в А 0, которые 
алгорифм 232 не аннулирует. 

По сравнению с 3 .1 усиление состоит в том, что 232 строится как 
алгорифм в А 0, тогда как 237 строился как алгорифм над А 0. Переход 
от 3.1 к 3 .2 аналогичен переходу от § 2 . 2 . 1 к § 2 . 2 . 2 ; он осущест
вляется посредством построения перевода алгорифма 93t в алфавит А 0 , 
что и дает искомый алгорифм 232. Подробное проведение доказательства 
теоремы 3.2 мы предоставляем читателю. 

Аналогично переходу от теоремы § 1.4.1 к теоремам § 1 . 4 . 2 и 
§ 1.4.3 осуществляется переход от 3 .2 к следующим результатам. 

3 .3 . Может быть построен нормальный алгорифм 232 в алфавите А,, 
удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный алго
рифм над А 0, применимый ко всякому слову в А 0 и аннулирующий те 
и только те слова в А 0, которые 232 не аннулирует. 

3 . 4 . Может быть построен нормальный алгорифм 232 в алфавите А 0 , 
удовлетворяющий следующему условию: невозможен нормальный алгорифм 
над А 0, применимый ко всякому слову в А 0 и аннулирующий те и только 
те слова в А 0, которые аннулирует 239. 

Теорема 3 .3 есть очевидное следствие теоремы 3 .2 , а теорема 3 . 4 
легко доказывается на основе 3.3 с помощью алгорифма 21Б,л,а,л> где 
Б—алфавит предполагаемого алгорифма. 

Теорема 3."4 показывает, что для некоторого нормального алгорифма 
232 в А 0 проблема распознавания аннулирования слов в А0 неразре
шима. 

Теорема 3 .2 послужит нам основой доказательств многих дальней
ших теорем невозможности алгорифмов. 

§ 4. Проблема распознавания полноты 
1. Будем рассматривать записи произвольных нормальных алгориф

мов в алфавите А г Это — слова в алфавите А 0. 
Будем говорить об алгорифме 51 над А 0, что он полн, если он при

меним к записи всякого нормального алгорифма в А г 

При рассмотрении нормальных алгорифмов в алфавите А х естественно 
возникает следующая проблема распознавания полноты алгорифма. 
Требуется построить полный нормальный алгорифм над А 0 , тогда 
и только тогда аннулирующий запись какого-либо нормального алго
рифма в А х, когда этот алгорифм полн. Мы установим сейчас неразре
шимость этой проблемы, т. е. невозможность искомого в ней алгорифма. 

1 .1 . Невозможен полный нормальный алгорифм над А 0, тогда и только 
тогда аннулирующий запись 5Р какого-либо нормального алгорифма 51 
в Aj, когда % полн. 

Допустим, в самом деле, что является полным нормальным алго
рифмом над А 0 с только что указанным свойством. 

Построим нормальные алгорифмы 23 и 93, как в доказательстве 
теоремы § 2 . 2 . 1 , алгорифм 2В — как их нормальную композицию: 
(1) 2В = 23о 23. 

Согласно построению алгорифмов 23 и 23, равенство § 2 .2 (4) имеет место 
для любого нормального алгорифма 21 в А 1 ( а условное равенство 
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§ 2 .2 (1)—для любого такого алгорифма и любого слова Р в А г Так 
как S3 — алгорифм над А 2, 2В есть нормальный алгорифм над А, [ (1) , 
III . § 3 . 4 . 2 ] , причем 

SB 93 (» (* ) ) (Р — слово в А 2) [ (1) , III . § 3 . 4 . 3] 

и, в частности, для нормальных алгорифмов 9t в А3 

23(91') - 23 (23 (2t3)) 

~23(2t 3e9t 3) [§ 2 . 2 ( 4 ) ] 

(2) ~9t(9t 3) [ § 2 . 2 ( 1 ) ] . 

Построим нормальные алгорифмы 6А2 И @1 2 [II. § 4 . 7 ] в алфавите А 2 . 
Применяя к нормальным алгорифмам @А2 и 233 теорему объединения 
III . § 4 . 3 . 1 , построим нормальный алгорифм Ж над А 2 такой, что 

(3) e l 2 (<?)2B(<?) (Q — слово в А 2). 

Применим далее к нормальным алгорифмам ЗЕ, 6А2 И: ф теорему раз
ветвления III . § 5 . 1 . 1 . Согласно этой теореме построим такой нор
мальный алгорифм над А2, что 

(4) 2 Н < ? ) ~ / Х ( ( ? ) ( < ? - с л о в о в А * > £ ( < ? ) = А ) 
J i «A,(Ç) (Q-слово в А 2, ф ( С ) ^ А ) . 

Пусть Б означает алфавит алгорифма g). Имеем 

А 0 с А 2 с Б . 

«Переведем» теперь алгорифм g) в алфавит Аг и воспользуемся теоремой 
перевода алгорифма III. § 7 . 2 . 1 . Роль алфавита В будет при этом 
играть алфавит А 0, роль букв ос и (Ü — буквы с и d, роль алфавита 
Б—наш теперешний алфавит Б, роль букв у , , . . . , yfc— буквы алфа
вита Б \ А 0 . Пусть £ означает соответствующий алгорифм перевода, 
3—перевод алгорифма $ есть нормальный алгорифм в Аг [III. § 7 . 1 . 1 ] , 
% — нормальный алгорифм над Б [П. § 4 .14] и 

(5) 3(Ж ( Ç ) ) ~ 2 ( g ) «?)) ( Ç - с л о в о в Б ) [III. § 7 . 2 . 1 ] . 

Докажем ряд утверждений, касающихся построенных алгорифмов. 
1.2. Если 2t— нормальный алгорифм в Аг и <g)(2t3)=A, то 

(6) $(2t 3) = a21(2t3). 

В самом деле, мы имеем тогда 

9) (9t3) ~ Ж (9t3) [(4)] 

— @ А , (2t3) SB (9t3) [(3)] 

(7) = a2t(2t3) [II . § 4 . 7 , (2 ) ] . 
С другой стороны, алгорифм 2t в этом случае полн, т. е. применим 

к записи любого алгорифма в А г В частности, он применим к своей 
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собственной записи 213 и, значит, правая часть условного равенства (7) 
имеет смысл. Мы имеем поэтому равенство (6). 

1.3. Если % — нормальный алгорифм в А1 и ф(913)=^=Л, то 

9 (51°) = л. 

В самом деле, в этом случае 

$(5t°) = GAi(5t') [(4)] 

= Л [II. § 4 . 7 ] . 

1.4. Если 01 — нормальный алгорифм в Av то 

( 8 ) о т = I 2 («я С*3)) при $ {%")=л 
У ' \ А при ф(91 3)^=А. 

В самом деле, 9t3 есть тогда слово в А 0 и потому 

(9) 2(9t3) = 9t3 [I. § 6 . 2 . 2 , II. § 4 . 1 4 ( 1 1 ) ] , 
3(9t 3)~3(2(2i 3)) [(9)] 

- 2 m (2t3)) [(5)]. 
Принимая во внимание, что £(Л) = Л, получаем отсюда, согласно 1.2 

и 1.3, равенства (8) . 
1 . 5 . Алгорифм 3 полн. 
Это непосредственно следует из 1.4 и предполагаемой полноты 

алгорифма «£>. 
Примем теперь во внимание, что 3 — нормальный алгорифм в алфа

вите А г Как таковой он имеет запись 33> причем 

Ф(3 3)=л, 
в силу 1 .5 . Согласно 1 .4, отсюда следует, что 

3(3 3)=2:(яЗ(33))-

Это, однако, невозможно, так как 

[2 («3 (33))а > [aS (ЗУ [I- § 6 . 2 . 3 , П. § 4 . 1 4 (11)] 

= [3(3*) д +1 
и, значит, 

[2 (аЗ(3 3 ) ) д >[3(ЗГ 
Наше предположение о наличии полного нормального алгорифма 

над А 0 с указанным в теореме 1.1 свойством привело нас, таким обра
зом, к противоречию. Следовательно, такой алгорифм невозможен, что 
и требовалось доказать. 



Глава VI 

НЕРАЗРЕШИМОСТЬ НЕКОТОРЫХ МАССОВЫХ ПРОБЛЕМ 

Результаты главы V дают возможность установить неразрешимость 
ряда массовых математических проблем. Все эти проблемы трактуются 
при этом как нормальные массовые проблемы — как проблемы о розы-
скании нормальных алгорифмов, позволяющих распознавать те или 
иные свойства изучаемых объектов. Ряд проблем этого рода относится 
к теории «ассоциативных исчислений», т. е. к конструктивной теории 
так называемых ассониативных систем. 

Еще в 1914 г. норвежским математиком- Туэ [ 3 0 ] была формулиро
вана проблема эквивалентности для ассоциативного исчисления. В 1946 
и 1947 гг. одновременно и независимо автором и американским мате
матиком Постом были построены ассоциативные исчисления с нераз
решимой проблемой эквивалентности [ 3 ' 5 ' 2 8 ] . Впоследствии, в 1951 г., 
на основе этого результата автору удалось доказать невозможность 
распознающих алгорифмов для весьма широкого класса свойств ассо
циативных исчислений f 6 , 7 ] . 

Другой областью математики, где естественно возникают неразре
шимые алгорифмические проблемы, оказалась теория целочисленных 
матриц. Первый относящийся сюда результат — неразрешимость про
блемы пересечения матричных полугрупп — был установлен автором 
в 1947 г. [*] на основе доказанной Постом неразрешимости некоторой 
весьма просто формулируемой комбинаторной проблемы [ 2 7 ] . Впослед
ствии, в 1951 г., автором были получены дальнейшие результаты этого 
рода, связанные уже с проблемой представимости целочисленной 
матрицы в виде произведения данных целочисленных матриц [ 8 ] . 

В настоящей главе важнейшие из только что упомянутых резуль
татов подробно доказываются на основе излагаемой в этой книге теории 
нормальных алгорифмов. 

§ 1. Ассоциативные исчисления 
1. Допустим, что знак «<—>» не является буквой алфавита А. 

Соотношением в алфавите А будем тогда называть всякое слово в алфа
вите A ( J {<—>} вида 

(1) 
где Т и U — слова в А. 

В частности 

(2) 
есть соотношение в А. 
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Слово Т мы будем называть левой частью соотношения (1), слово 
U — его правой частью. 

2. Определим теперь понятие «ассоциативного исчисления». Это 
понятие будет иметь много общего с понятием нормального алгорифма. 
Существенное различие будет, однако, состоять в том, что в то время, 
как всякий алгорифм является некоторым предписанием действовать 
в точности так-то и так-то и в такой-то последовательности, ассо
циативное исчисление будет не предписанием, а лишь разрешением 
производить такие-то действия. При этом таких разрешенных действий 
будет обычно несколько и на выбор того или иного из них не будет 
накладываться никаких ограничений. 

3. Аналогично нормальному алгорифму всякое ассоциативное исчис
ление будет связано с некоторым алфавитом. Подобно тому, как суще
ственной составной частью нормального алгорифма является его схема, 
т. е. система его формул подстановок, существенной составной частью 
всякого ассоциативного исчисления будет являться его «определяющая 
система»-г-некоторый список соотношений в алфавите исчисления. 
В отличие от того, что имеет место для формул схемы нормаль
ного алгорифма, порядок соотношений в определяющей системе ассо
циативного исчисления не будет иметь существенного значения. 
Определяющую систему ассоциативного исчисления можно поэтому 
рассматривать и как некоторое («неупорядоченное») множество соот
ношений. 

4. Пусть имеем некоторый список соотношений © в алфавите А. 
Будем называть допустимыми относительно © действиями следующие 
действия над словами в А: 

1) подстановку вместо любого вхождения левой части одного из 
соотношений, принадлежащих ©, правой части того же соотношения; 

2) подстановку вместо любого вхождения правой части одного из 
соотношений, принадлежащих ©, левой части того же соотноше
ния. 

Ассоциативным исчислением в алфавите А, определяемым системой ©, 
будем называть разрешение последовательно производить, исходя из 
любого слова 'Р в А любые действия, допустимые относительно ©. Обо 
всех словах, которые будут при этом получаться, включая само исход
ное слово Р, будем говорить, что они эквивалентны Р в рассматривае
мом ассоциативном исчислении. 

Всякое ассоциативное исчисление определяется, таким образом, 
некоторым алфавитом — алфавитом этого исчисления — и некоторой 
системой соотношений в этом алфавите — определяющей системой этого 
исчисления. Мы будем говорить об ассоциативном исчислении 2t, что 
оно есть ассоциативное исчисление над алфавитом А, если алфавит 
этого исчисления есть расширение А. 

5. Пусть 3t — ассоциативное исчисление в алфавите А, определяемое 
системой соотношений ©. Будем говорить, что слово Q в А смежно 
со словом Р в исчислении 2t, если Q может быть получено из Р 
в результате одного действия, допустимого относительно ©. Предпо
лагая, что знак «х» не есть буква алфавита А, будем пользоваться 
этим знаком для обозначения смежности слов в ассоциативных исчисле
ниях в этом алфавите. В дальнейшем запись 21:JPJLÇ будет означать, 
что Q смежно с Р в ассоциативном исчислении 2t. 

Следующие утверждения непосредственно вытекают из определения 
смежности. 
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5 .1 . Если P и Q — слова в алфавите ассоциативного исчисления 51, 
то %:P±Q тогда и только тогда, когда существуют такие слова Ry 

S, Т, U, что 
(1) P = RTS, 

(2) Q=RUS 

и что хотя бы одно из соотношений 

(3) Т « * 7 , 

(4) U<—>T 

принадлежит определяющей системе исчисления 21. 
5 .2 . Если Ç&:P±Q, то %:Q±P. 
5 .3 . Если 2 i : i>J_Ç, то %:RP±RQ и, %:PR±QR для всякого 

слова R в алфавите исчисления 21. 
В дальнейшем вместо 

%:Pl±Pt, 

91 :/>„-:-L Л. 
мы будем писать короче: 

%:Р0±Р1±Р2Х ... ±Рп-

6. Предполагая, что знак « II » не есть буква алфавитов рассматри
ваемых ассоциативных исчислений, будем пользоваться этим знаком 
для обозначения эквивалентности в этих исчислениях. В дальнейшем 
запись 

(1) %:P±Q 

будет означать, что Q эквивалентно Р в ассоциативном исчислении 2t. 
Следующие утверждения очевидны. 
6 .1 . %:PJ_Q тогда и только тогда, когда Р есть слово в алфавите 

исчисления 21 и существует такой ряд слов Р0, J P 2 , . - . , РЛ (п^О), что 

(2) Ъ:Р0±Р1±...±Р„ 

(3) Р0 = Р, 

(4) Pn = Q. 

6 .2 . Если %:P±Q, то %:P±Q. 
6 .3 . %:PJ!_P для всякого слова Р в алфавите ассоциативного 

исчисления 91. 
6 .4 . Если %:P±Q, то çil:Q±P. 
6 . 5 . Если %:P±Q и 91:<?J_iî , то K:P±R. 
С помощью 5.3 и 6.1 легко доказывается следующее утверждение. 
6 .6 . Если 91 :/>_]!_<?, то %:RP±_RQ и %:PR_LQR для всякого 

слова R в алфавите исчисления 91. 
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С помощью 6 .5 и 6 .6 доказывается 
6 . 7 . Если %:PXQ и %iR±S, то %:PR±QS. 
Иногда нам будет удобно пользоваться следующей терминологией. 
Пусть 21 — ассоциативное исчисление в алфавите А. Условимся гово

рить о ряде слов Р 0 , . . Р п (тг ^ 0) в алфавите А, что он есть Ч-ряд, 
если он удовлетворяет условию (2). 

Будем говорить р ряде слов Р 0 , . . . , Рп (п^О), что он связывает, 
слово Р со словом Q, если удовлетворяются условия (3) и (4). 

Утверждение 6 .1 можно тогда формулировать следующим образом. 
6 . 8 . 2 t . j P J I _ Ç тогда и только тогда, когда имеется %-ряд, связы

вающий Р с Q. 
7. В литературе встречается другое определение ассоциативного 

исчисления [ 3 ' 2 1 ] , по существу равносильное формулированному выше. 
Оно состоит в следующем. 

Будем опять рассматривать систему соотношений © в алфавите А. 
Ассоциативным исчислением в алфавите А, определяемым системой ©, 
будем называть разрешение последовательно производить, исходя из 
соотношений системы © и соотношения 1 (2), следующие действия, 
порождающие новые соотношения в А: 

1) переход от какого-либо уже имеющегося соотношения 1(1) 
к соотношению 

<i) c r « — # л 
где £ — любая буква алфавита А; 

2) переход от' какого-либо уже имеющегося соотношения 1(1) 
к соотношению 

(2 ) 

где X — любая буква алфавита А; 
3) переход от каких-либо уже имеющихся соотношений 1 (1) и 

(3) Т V 
к соотношению 
(4) 6 Г «—>V. 

В отличие от определения ассоциативного исчисления, данного 
в пункте 4, здесь фиксируется совокупность исходных слов. Таковыми 
являются соотношения системы © и соотношение 1 (2 ) . Допустимыми 
действиями являются три действия над соотношениями в А, «порождаю
щие» (т. е. позволяющие получать) новые соотношения, исходя из 
имеющихся. Два из них дают возможность получить соотношения (1) 
и (2), исходя из имеющегося соотношения 1 (1 ) . Третье применимо 
к паре имеющихся соотношений 1 (1) и (3) с равными левыми частями. 
Его применение к этим соотношениям дает соотношение (4) . 

Будем говорить о соотношении, что оно выводимо в ассоциативном 
исчислении 2t, если оно может быть получено в результате последова
тельного применения указанных только что допустимых действий при 
указанных исходных словах. Будем тогда также говорить, что оно 
есть следствие из системы ©. 

Будем говорить о словах Т и U, что они эквивалентны в исчисле
нии 2t, если соотношение 1 (1) выводимо в 2t. Для выражения эквива-
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лентности слов Р и Q в исчислении 2t будем применять прежнюю 
запись 6 (1). 

Мы имеем, таким образом, два различных определения ассоциатив
ного исчисления в алфавите А, определяемого системой соотношений ©. 
Каждому из них соответствует свое понятие эквивалентности слов. 
Эти два понятия эквивалентности оказываются, однако, равносильными, 
что выражается следующей теоремой. 

7 . 1 . Пусть ©— система соотношений в алфавите А; 21— ассоциа
тивное исчисление, определяемое системой © в смысле пункта 4 ; 2} — 
ассоциативное исчисление, определяемое системой © в только что ука
занном смысле. Для того, чтобы слова P и Q были эквивалентны в 23, 
необходимо и достаточно, чтобы они были эквивалентны в 21. 

Доказательство мы предоставляем читателю. 
Поскольку понятие эквивалентности слов можно считать основным 

в теории ассоциативных исчислений, можно два формулированных выше* 
определения ассоциативного исчисления считать равносильными. 
В дальнейшем мы, говоря об «ассоциативном исчислении, определяемом 
системой соотношений © в алфавите А», будем (при отсутствии соот
ветствующих оговорок) понимать этот термин в смысле пункта 4. 

8. Теорию ассоциативных исчислений можно рассматривать как 
некоторый конструктивный подход к так называемым ассоциативным 
системам [ 2» 3]. 

Действительно, пусть 31 — ассоциативное исчисление в алфавите А. 
В силу 6 .3—6.5 , мы имеем тогда возможность применить к словам в А 
абстракцию отождествления, отождествляя слова, эквивалентные в 31, 
т. е. рассматривая слова в А с точностью до эквивалентности в ЗЬ 
Так рассматриваемые слова в А будут играть роль элементов подле
жащей построению ассоциативной системы. Будем для краткости назы
вать их просто элементами. 

Мы можем далее определить умножение элементов как действие, 
соответствующее построению соединения представляющих эти элементы 
слов. Однозначность так определенного умножения обеспечивается 
свойством эквивалентности 6.7; сочетательный закон умножения — 
сочетательным законом соединения слов [1. § 3 . 6 ( 1 ) ] . 

Мы получаем таким образом некоторую ассоциативную систему. 
Будем говорить, что она порождается ассоциативным исчислением 21. 
Ассоциативные системы, порождаемые ассоциативными исчислениями, 
будем называть К-системами.* 

Нетрудно видеть, что всякая K-система имеет единицу. В самом 
деле, роль единицы K-системы играет, в силу 1. § 3 . 6 ( 2 ) , элемент еег 

представляемый пустым словом. 
Нетрудно далее видеть, что всякая K-система имеет конечное мно

жество производящих элементов. Пусть, в самом деле, K-система С 
порождается ассоциативным исчислением 21 в алфавите А. Ьсли 

А = { а 2 , . . . , а„}, 
то, как легко убедиться, элементы системы С, представляемые бук
вами с^ , . . . , ссп алфавита А, образуют систему производящих элементов 
системы С : всякий отличный от единичного элемент системы С может 
быть выражен в виде некоторого произведения (с возможными повто
рениями множителей) этих элементов. 

* Букву К мы применяем здесь как первую букву слова «конечный». 
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Элементы K-системы С, представляемые словами Т и U, тогда 
и только тогда тождественны, когда эти слова эквивалентны в 51. Пони
мая в данном случае термин «ассоциативное исчисление» в смысле 
пункта 7, мы можем сказать, что эти слова тогда и только тогда 
тождественны, когда соотношение 1 (1) выводимо в нашем исчислении, 
т. е. когда оно является следствием из ©. Это положение дел можно 
коротко выразить, сказав, что система <5 есть полная система соотно
шений между производящими элементами с ^ , . . . , а я ассоциативной 
системы С. 

9. Ввиду того, что элементы K-системы представляются словами 
в алфавите порождающего ее ассоциативного исчисления, естественно 
возникает вопрос о распознавании тождества элементов, представлен
ных двумя разными словами. Тождественными эти элементы являются 
тогда и только тогда, когда представляющие их слова эквивалентны 
в порождающем ассоциативном исчислении. Таким образом, распозна
вание тождества элементов K-систем сводится к распознаванию экви
валентности слов в ассоциативных исчислениях. 

Для всяких слов Р и Q в алфавите ассоциативного исчисления 51 
может быть поставлена единичная проблема распознавания эквива
лентности этих слов в 3t: верно ли, что 

K:P±Q? 

Всякому данному ассоциативному исчислению 31 соответствует класс 
единичных проблем этого рода. Массовая проблема, соответствующая 
этому классу, состоит в розыскании единого общего конструктивного 
метода, позволяющего узнавать для любых двух данных слов Р и Q, 
являются ли они эквивалентными в 31. Эту проблему мы будем назы
вать проблемой эквивалентности для исчисления 5t. Впервые проблема 
эквивалентности для произвольного ассоциативного исчисления была 
формулирована А. Туэ в 1914 г. [ 3 0 ] . Туэ удалось решить ее лишь 
в весьма частных случаях. 

Ввиду того, что эквивалентность двух слов в ассоциативном исчис
лении 5t, порождающем K-систему С, равносильна тождеству представ
ляемых ими элементов системы С, проблему эквивалентности для 5t 
можно также рассматривать как проблему тождества для С, т. е. как 
проблему построения единого общего конструктивного метода, позво
ляющего узнавать для любых двух элементов системы С, заданных 
представляющими их словами, тождественны ли эти элементы. Этим 
определяется роль проблемы эквивалентности для ассоциативного 
исчисления 5t в исследовании порождаемой этим исчислением ассоциа
тивной системы. 

Как всякая массовая проблема, проблема эквивалентности для 
ассоциативного исчисления 3t допускает уточнение в терминах теории 
алгорифмов — она может быть поставлена как нормальная массовая 
проблема [V]. Для этого нам необходимо лишь условиться в опреде
ленном способе записи единичных проблем эквивалентности слов 
в алфавите исчисления 31. Всякая такая единичная проблема опреде
ляется парой слов в алфавите исчисления. Для этого может быть 
использован любой знак, не являющийся буквой этого алфавита. Мы 
будем предполагать, что звездочка является таким знаком и будем 
записывать пару слов Р и Q в виде 
(1) P*Q. 
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Проблема эквивалентности для ассоциативного исчисления 21 в алфа
вите А ставится тогда как нормальная массовая проблема следующим 
образом. 

Ищется нормальный алгорифм над алфавитом A U {*}, применимый 
ко всякому слову вида ( 1 ) , где Р и Q — слова в А, и аннулирующий 
слово (1) тогда и только тогда, когда %:PJ__Q. 

Эту проблему мы и будем в дальнейшем называть проблемой экви
валентности для ассоциативного исчисления 21. 

В следующем параграфе мы укажем построение ассоциативного 
исчисления, для которого проблема эквивалентности неразрешима. 

§ 2. Построение ассоциативного исчисления с неразрешимой 
проблемой эквивалентности 

1. Для построения ассоциативного исчисления с неразрешимой 
проблемой эквивалентности мы свяжем ассоциативные исчисления 
с нормальными алгорифмами посредством следующей теоремы. 

1 . 1 . Пусть ос, ß, у— отличные друг от друга буквы, не принадле
жащие алфавиту А. Тогда, каков бы ни был нормальный алгорифм 2t 
в алфавите А, может быть построено такое ассоциативное исчисле
ние 33 над алфавитом A U (ос, ß, у}, что равенство 

%(P) = Q 
будет иметь место для слов P и Q в А тогда и только тогда, когда 

(1) 23:ßai>ßJLßyCß. 
В самом деле, пусть алгорифм 2С имеет схему 

(2) { А < - + В < (1 

где Ai— слова в А, а каждое Bi либо тоже есть слово в А, либо полу
чается из слова в А посредством присоединения точки слева. Пусть 

B = A U { a , ß, у}. 
Введем буквы а 2 , . . . , а п , у а , . . . , уЛ- отличные друг от друга и от 

букв алфавита Б; положим 
а 2 = а, 

Полоясим затем 
B = A U { a x , . . . , ocn, ß, у ! , . . . , у п + 1 } 

и построим ассоциативное исчисление 23 в алфавите В , определяемое 
следующей сокращенно записанной системой соотношений: 

а£Е « £а,Е (1 < i < и, £ £ A, £ — слово в А, [£Ед = li9 ÇS ̂  Ах) 
a..£ß<—*y i + 1Uß ( 1 < г < я > й —слово в А, [ а 0 < У 

Ь^УЛ (1 Ç6А). 



§ 2. Ассоциативное исчисление с неразрешимой проблемой эквивалентности 209 

Здесь 

h=[Aî (!<*<*); 
Ё в соотношениях первых двух групп — произвольное слово в алфа
вите А, удовлетворяющее записанным справа в скобках условиям. Так как 
эти условия ограничивают сверху длину Е, первые две группы соотноше
ний содержат конечное число соотношений, причем все эти соотноше
ния могут быть явно выписаны. Соотношения третьей группы соответ
ствуют простым формулам подстановок алгорифма 21; соотношения 
четвертой группы — заключительным формулам подстановок. Всего 
третья и четвертая группа соотношений содержат вместе п соотноше
ний. Последние две группы соотношений не нуждаются в пояснениях. 

Мы покажем, что так построенное ассоциативное исчисление 23 
удовлетворяет условию, формулированному в теореме 1.1. Для этого 
введем некоторые вспомогательные термины и докажем некоторые 
леммы. 

Будем называть оперативными буквами буквы а 1 ? . . . , а п , у 1 ? . . . , у п + г 

Будем называть специальными словами слова вида 

где Q и R— слова в A, ?)— оперативная буква. Иначе говоря, спе
циальными словами мы будем называть слова в алфавите В , начинаю
щиеся буквой ß, оканчивающиеся буквой ß, не содержащие других 
вхождений ß и содержащие ровно одно вхождение оперативной буквы. 

Следующие свойства любого из соотношений системы (3) усматри
ваются непосредственно. 

1.2. Левая (правая) часть соотношения содержит одно и только 
одно вхождение оперативной буквы. 

1.3. Буква ß либо не входит ни в левую, ни в правую часть соотно
шения, либо входит по одному разу в обе части. В последнем случае 
либо обе части начинаются этой буквой, либо обе оканчиваются ею. 

Из 1.2 и 1.3, согласно определениям смежности [§ 1.5] и специаль
ности, вытекает 

1.4. Всякое слово, смежное в 33 с каким-нибудь специальным словом, 
само есть специальное слово. 

Отсюда следует, в силу § 1 .6 .1 , 
1.5. Всякое слово, эквивалентное в 23 какому-нибудь специальному 

слову, само есть специальное слово. 
Пусть Р — слово в алфавите В . Условимся говорить, что слово Q 

смежно справа со словом Р, если Q может быть получено из Р 
в результате подстановки правой части одного из соотношений си
стемы (3) вместо какого-нибудь вхождения левой части этого соотно
шения. Для обозначения смежности справа будем пользоваться зна
ком Запись 

P\-Q 

будет в дальнейшем означать, что Q смежно справа с Р. 
Из сравнения определений смежности слов в ассоциативном исчисле

нии [§ 1.5] и смежности справа непосредственно очевидна справедли
вость следующего утверждения. 

1.6. $5:PxQ тогда и только тогда, когда имеет место одно из 
двух: P\—Q или Q |— Р. 

14 А. А. Марков 
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Докажем следующую лемму. 
1.7. Со всяким специальным словом смежно справа не более чем 

одно слово. 
Для доказательства, очевидно, достаточно установить, что во вся

кое специальное слово входит не более чсм одна из левых частей 
соотношений системы (3) и не более чем один раз. 

Рассмотрим какое-нибудь специальное слово Т. Согласно определе
нию, Т = $Qr\R$, где Q и R — некоторые слова в А, т)— оперативная 
буква. Возможны 2 случая: у есть одна из букв ос г , . . . , а м; п есть 
одна из букв у г , . . . , у и + 1 - Рассмотрим их порознь. 

а. Пусть т} = осу. Так как у4.=£<ху ( 1 < ^ ' < ^ л + 1), ни одна из левых 
частей соотношений 5-й и 6-й групп не входит в Т. Так как о^^осу 
при i =̂ = /, из числа левых частей соотношений первых четырех групп 
в Т могут входить лишь аДа ($6А, Е — слово в A; [£E a = Zy, £S=^=.4/), 
ayEß ( Е — слово в A, [E a '<Zy), OLJAJ. Слово осуЛу входит в Г лишь 
тогда, когда Л начинается словом А,-. Слово вида осу̂ З (£6 A, S — слово 
в А, [£Е а %ЕфА/) входит в Т лишь тогда, когда R не начинается 
словом Aj и \Rd^lé\ в этом случае лишь одно слово указанного вида 
входит в Т — то, для которого £Е есть начало длины lâ- слова R. Слово 
вида ctyEß (S — слово в A, [^d<Clj) входит в Т лишь тогда, когда 
[Rd<Clj] в этом случае лишь одно слово указанного вида входит 
в Т — то, для которого & = R. Так как эти три случая попарно 
несовместимы, в Т входит не более чем одно слово рассмотренных 
видов. Единственность его вхождения в Т очевидна. 

б. Пусть v) = Yy. Так как ос,«=̂ =уу ( 1 < Л < , ? г ) , ни одна из левых 
частей соотношений первых четырех групп не входит в Т. Что касается 
остальных соотношений, то при Q = A и в Г, очевидно, вхо
дит левая часть ßyy J-TO соотношения 5-й группы и только один раз, 
тогда как левые части соотношений 6-й группы и других соотношений 
5-й группы не входят в Г ; при Ç = A и / = л + 1 в Т вообще не вхо
дит ни одна из левых частей соотношений системы (3); наконец, при 
Q=?é=A в Т входит левая часть £у,- одного из соотношений 6-й группы, 
входит только один раз, левые же части других соотношений 6-й группы 
и левые части соотношений 5-й группы не входят в Т. 

Этим лемма доказана. 
1.8. Если Q—слово Лв A, mo никакое слово не смежно справа со 

словом ßyCß* 
В самом деле, ни одна из левых частей соотношений системы (3) 

не входит в слово ßy n + 1 Cß, т. е. в ßyCß. 
Будем говорить, что слово Р собственно преобразуемо в слово Q, 

если может быть построен такой ряд слов Р 0 , . . . , Рк (&^>0), что 

Pt=Q, 

P^Y-Pt ( 0 < i < Ä ) . 

Будем говорить, что Р преобразуемо в Ç , если JP собственно преобра
зуемо в Ç или P = Q. В дальнейшем запись 

P\=Q 
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будет означать, что Р собственно преобразуемо в Q\ запись 

- р | = < ? 

будет означать, что Р преобразуемо в Q. 
1.9. Если P и Q—такие слова в А, что имеет место эквивалент

ность (1), то 

ßccPß UßT<?£-

В самом деле, пусть эквивалентность (1) имеет место для слов Р 
и Q в алфавите А. Тогда, согласно § 1. 6 .1 , может быть построен ряд слов 
(?„,..., Qh такой, что 

(4) <?o = ß ^ ß , 

(5) <2» = ßy£ß, 

(6) 23 :<?,-_!.!£, . ( 0 < O " < A ) . 

Здесь h ^ > 0 , так как у=т^=а. Согласно (6) и 1.6, имеем Qh-i\—Qh или 
Qh\—Qh-r Однако, в силу (5) и 1 .8 , невозможна правая смежность 
Qk\—Qh^ и, значит, 

(7) 

Если 

(8) Qi-i\-Qi ( 0 < i < h ) , 

то ßai^ß^ßy^ß по определению собственной преобразуемости [ (4) , (5 ) ] . 
Допустим теперь, что имеют место не все правые смежности (8) . 

Пусть m означает наибольший из номеров i (0<^î ^h), Для которых 
правая смежность |—С,- не имеет места. В силу (7), m<^h и, со
гласно определению m, 

(9) QJ-Qm+v 

С другой стороны, в силу (6) и 1 .6, 

(Ю) Qm\-Qm-lt 

так как правая смежность Ç m _j ]—Qm не имеет места. Слово Qh спе
циальное [(5)] и, так как 

» : Ç . J L Ç » [(6), § 1 - 6 . 1 ] , 

слово Qm также специальное [ 1 . 5 ] . Следовательно, 

(11) em_a = <?m+1 [ (9) , (Ю), 1.7]. 
Полагая теперь g=h — 2, R~Qi (0<1 г ' < т ) , R—Q^ (m^.i^.g), 

мы, в силу (4)—(6) и (11), будем иметь 

(12) Äo = P*^ß. 

(13) Д,=Рт<?Р> 
14* 
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®:Rt-1±R< ( 0 < * < g ) , 

g>0 1(12), (13)] . 

Мы, таким образом, заменили ряд Q1}..., Qk ( / г > 0 ) , удовлетворяющий 
условиям (4)—(6), более коротким рядом с теми же свойствами. 

Если теперь 
I—Ri (0<i<g), 

то положим k — gy Pi — R. (O^i^k). Если же хотя бы одна из этих 
правых смежностей не имеет места, то, действуя аналогично преды
дущему, заменим ряд i ? 0 , . . . , Rg еще более коротким рядом S0,..., 
Sf с теми же свойствами. Продолжая этот процесс последовательного 
сокращения ряда, мы в конце концов придем к ряду J P 0 , . . . , Рк ( А > 0 ) , 
удовлетворяющему условиям 

(14) P0 = V*PV, 

(15) Р* = №£> 

(16) i V . i l - Л ( 0 < z < * ) . 
Следовательно, ßaPß LßyCß, что и требовалось доказать. 
Следующее утверждение вытекает из 1.6. 
1.10. Если PlzQ, то 23 
1.11. Если ряд слое Р0,...,Рк ( £ > 0 ) удовлетворяет условиям (15) 

и (16), где Q—слово в А, то всякое слово, в которое PQ собственно 
преобразуемо, равно одному из слов Рг, . . . , Рк. 

В самом деле, пусть выполнены условия (15) и (16), причем Q — 
слово в А, и пусть 

(17) P0\=R. 

Покажем, что R равно одному из слов Pv...}Pk. 
В силу (17), может быть построен такой ряд слов J î 0 , . . . , Rh ( А > 0 ) , 

что 

(18) R0=P0, 

(19) Rh=R, 

(20) R< (0 < * < * ) . 
Обозначим через m меньшее из положительных чисел к и h . 
Имеем 

(21) 3 3 : ^ , - 1 . 1 - Л ( 0 < i < Ä ) [(16), 1 .6] , 

(22) © : ( 0 < i < A ) [(21), (15) , § 1.6.1] 

и, так как ßy<?ß есть специальное слово, все слова Р{ суть также 
специальные слова [(22), 1 .5] . 

Докажем теперь индукцией по / , что 

(23) - R J = P J (0 < / < « ) . 

http://iV.il-
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Равенство (23) верно при / = 0 [(18)]. Если оно верно при f=i — 1, 
где l ^ i ^ m , то, в силу (16) и (20), оно верно и при f=if так как 
слово — специальное [1 .7 ] . Следовательно, (23) действительно 
имеет место при O^i^m. 

Если бы оказалось, что k<^h, то мы имели бы т = к, 

Rt = Pt [(23)] 

(24) =ßy<?ß [ ( 1 5 ) ] , 

ßyCßl-ÜÄ+i [(20) , (24)] , 

что невозможно [1 .8 ] . Следовательно, h^k и m — h. Поэтому 

Rh = Pk [(23)], 

т. е. R = Ph [(19)], и наше утверждение доказано. 
1.12. Если слово А{ не входит в слово Р в алфавите А, то 

(25) ßoc.PßUßyi+i^ß. 

В самом деле, если [Рд < 14, то соотношение 

принадлежит 2-й группе соотношений системы (3). Следовательно, 
тогда 

ßa,i>ß ]— ßyi+i^ß, 

и потому имеем (25). 
Пусть теперь \Рд^1^ Так как А{ не входит в Р, имеем А4=^А и, 

значит, / , . > 0 . Поэтому в данном случае Р=^=А. Пусть 

(26) Р = Ь . . . Ь , 

где Ci,... » С.» — буквы алфавита А. Положим для сокращения письма 
l. = l. Тогда m > Z > 0 . 

Положим 

(27) />y = ß $ I . . . ^ a , ? J + 1 . . . ^ ß ( 0 < / < ™ — J + 

При f^m — I в слово Ру входит слово a t-£;+i.. Ду-н, конец которого 
входит в Р [(26)]. Согласно условию, этот конец отличен 

от А^ Так как / > 0 , он представляется в виде £з, где £ ( = £ ; + 1 ) есть 
буква алфавита А, а Е — слово в А. Таким образом, в Pj входит слово 
вида at-çE, являющееся левой частью одного из соотношений первой 
группы системы (3). Применяя к Р, допустимое действие исчисления 23, 
соответствующее этому соотношению, получаем 

= A-+i ( 0 < / < л 1 — / ) . 

Таким образом, 
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. откуда 

<28) i>oUP B 1 _m, 

т. е. 

(29) ßa,.PßUßCcc,.Äß [(28), (27), (26)] , 

где 

(30) Ç ж , 

(31) А = ^ , в _г+2 . . .%т-

Согласно (26), (30) и (31), 

(32) P = QR, 

(33) [BP = 1—1. 

В силу (33), соотношение 

a , Ä ß ^ - > T i + 1 / ? ß 

принадлежит 2-й группе соотношений системы (3) н, значит, 

(34) ß C a , ^ | - ß C y i + l J f f ß . 

Принимая, наконец, во внимание соотношения последней группы 
системы (3), получаем 

S^l—S; ( 0 < / < m — / ) , 
где 

(35) Sj = Ti+i Е Ш . . . £ т - ж # ß (0 < / < m - 1 + 1). 

Следовательно, 

(36) Sm^l+i\-S0, 

т. е. 

/37) pQb+1 i ? ß t ß y i + 1 № 1(36), (35), (30) ] . 

Таким образом, 

ßa,JPß|==ß<?cc,JRß [(29)] 

| - ß < ? Y i + 1 Ä ß [(34)] . 

L ß Y i + 1 < ? Ä ß [(37)] 

= ßT.-+1-Pß [(32)] , 
откуда 

ß a i i > ß l = ß Y i + l J P ß , . 
что и требовалось доказать. 
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1.13. Если ни одно из слов Аг,..., Ак__} ( 1 < * < ю + 1), не входит 
в слово Р в алфавите А, то 

В самом деле, при этом условии 

(38) ßa , />ßLßY 4 + i*ß ( * < * < * ) I 1 ' 1 2 ! ' 

Кроме того, в силу соотношений 5-й группы схемы (3), 

(39) ß T i + 1 i > ß | - ß a i + 1 i > ß ( l < i < * - l ) . 

Следовательно, 
ß o c P ß U ß a i + i ^ ( l < i < * — 1 ) [ (38) , (39)] , 

и потому 
ß c c ^ ß ^ ß ^ - i ^ ß 

U ßy^ß [(38)], 
откуда следует доказываемое. 

1.14. Если Р — слово в А и % : Р~\ , то 
(40) ßoüPßLßy^ß-

В самом деле, в этом случае ни одно из слов А19..., Ап не входит 
в Р, и потому 

ß o c ^ ß U ß y ^ P ß [1 .13] , 

что совпадает с (40), так как а 1 = а, у п + 1 = у . 
1.15. Если VL:P\—Q, то 

(41) ßaPß J=ßoc(>ß. 

В самом деле, пусть %:Р\—Q. Тогда на первом шаге работы алго
рифма 5t в применении к слову Р действует одна из обычных формул 
схемы (2). Пусть это будет формула 

(42) A t + B t . 

Тогда слова Л 3 , . . . , Ак^г не входят в Р и Вк есть слово в алфа
вите А. При этом Р есть слово в А, так как 5t — алгорифм в А. При
менима, следовательно, лемма 1.13, согласно которой 

(43) ß ^ P ß U ß y ^ ß . 

В силу применимости формулы (42) к слову Р, ее левая часть Ак 

входит в Р. Пусть R*Ak*S— первое вхождение Ак в Р. Тогда 

(44) P = RAkS, 

(45) Q=RBkS. 

Рассмотрим сначала тот случай, когда Ак=£А, т. е. когда 1к^>0. 
Пусть тогда 
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где É ^ , . . . , £ т — буквы алфавита А. Положим для сокращения письма 
lk = l. 

Так как R*Ak*S— первое вхождение Ак в Р, ни одно из слов 

&+1...&+Z ( 0 < / < m - Z ) 

не равно Ак. Каждое из этих слов имеет, таким образом, вид £Е, где 
£ £ А , S — слово в А, [%Ед = 1к, %Е^Ак. Поэтому соотношения 

v-kij+i - . • £ж > £ж afc £ ж . . . £ж (0 < 7 < ^ — О 

принадлежат 1-й группе соотношений системы (3). Полагая 

(47) i > y = ß £ 1 . . . ^ E 3 + a . . . E m S ß ( 0 < / < m — Z)f 

имеем, следовательно, Pj\—PJ+i (0^j<C.m — / ) , откуда 

(48) P0)=Pm-l-

Здесь 
P0 = patRAkS? [(47), (46)] 

(49) = ß a f t J P ß [(44)] , 

(50) Pm_t = & . . . £ т _ г ос, £ m _ î + 1 . . . ? m £ß [(47)]. 

Ho 

(51) & _ + ! . . . ! , , = : [(46)] , 

(52) = * [(46), (51)] , 

так как [4fc = Z. Следовательно, 

(53) Pm^ = Ç>RxkAkS£ [(50), (52), (51)] 

и, значит, 

(54) ß a Ä P ß ] = ß / Z a f c ^ ^ ß [(48), (49), (53)] . 

Пусть теперь Ак = А. Тогда R = A, S — P [I. § 4 .3 .8] , и потому 
$öLJtP$ = $RoLitAkSß, откуда следует (54). Таким образом, (54) имеет 
место во всех случаях. 

Соотношение акАк<—>• у} Вк принадлежит третьей группе системы (3) , 
так как формула (42) простая. Поэтому 

(55) ^RxtAkS^^RbBkS^ 

Пользуясь далее соотношениями б-й группы системы (3), получаем 

(56) = ßtt<?ß [(45)] . 
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Наконец, соотношения 5-й группы системы (3) дают 

(57) ß y ^ ß l - ß a ^ ß , 

(58) ß y ^ ß l - ß a ^ ß . 

Таким образом, 

ß a ^ ß U ß Y ^ ß t ( 4 3 ) I 

| - ß « * * ß [(57)] 

\=№*tAtSfi [(54)], 

H ß Ä Y i 5 * ^ K 5 5 ) I 

)=ßYi<?ß [(56)] 

| - ß * i C ß [(58)],. 

что и доказывает собственную преобразуемость (41), так как a 1 = a. 
1.16. Если % : Р \ — - <?, 7720 

(59) ßaPßLßyCß. 

Рассуждая как в предыдущем доказательстве, получаем (43) , (57) 
и (54), где k? R ж S имеют прежний смысл. В отличие от предыдущего 
доказательства, формула (42) теперь заключительная и потому 4-я 
группа соотношений системы (3) содержит соотношение 

(60) (х>кАк*—*уп+1Сл; 

где Ск есть такое слово, что В к ~ - С к . Равенство (44) имеет место по-
прежнему, тогда как вместо (45) имеем теперь 

(61) Q=:RCkS. 

Так как соотношение (60) принадлежит системе (3), имеем 

(62) ßÄa t Ак£ß I— ßi*yM+1 Ск iSß. 

Соотношения 6-й группы системы (3) дают, наконец, 

(63) ß f i Y h + 1 C f c t f ß H ß Y „ + i ^ ' S I ß 

= ßY«+i<?ß [(61)]. 
Таким образом, 

ß a j P ß U ß i J a ^ S ß [(43), (57 ) , (54)]: 

u ß Ä Y » + 1

C ^ ß [(62)] 

>=ßY„+ 1<?ß [(63)] , 

что и доказывает собственную преобразуемость (59), так как х 1 = а . 
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1.17. Если 3 t : P ) = < ? , то ßaPßHß*<?ß-
Это следует из 1.15. 
1.18. Если %(P) — Qi то имеет место эквивалентность (1). 
Пусть, в самом деле, 2t(P) = Ç. Тогда имеет место одно из двух: 

3 t :P | =<? . i или И : Р | = . С [II. § 3 . 6 . 3 ] . 
В первом случае 

ßoi>ß|=ßaCß [ 1 .17 ] , 

ßaCßUßTCß 11Л*Ъ 

откуда 

(64) ßaPß| =ßy<?ß. 

Следовательно, (1) имеет место [1 .10] . 
Во втором случае имеется такое слово R, что 

« : Р | = Я | — . Q [II. § 3 . 6 . 2 ] . 
Для него*имеем 

ßaPß|=ßaJ?ß [1 .17] , 
ßai?ß] =ßY<2ß [1 .16] , 

откуда также следует (64) и (1). 
Для завершения доказательства теоремы 1.1 нам, очевидно, остается 

доказать следующее утверждение, обратное лемме 1.18. 
1.19. Если имеет место эквивалентность (1), где P и Q — слова 

в А, то %{P) = Q. 
Докажем его. 
Пусть эквивалентность (1) имеет место для слов Р и Q в алфа

вите А. Тогда ßaPß)_.ßyCß [1 .9] , т. е. может быть построен ряд слов 
P 0 , . . . , P f c ( £ > 0 ) , удовлетворяющий условиям (14)—(16). 

При применении алгорифма 9t к слову Р возможны три случая: 
3t: P i , 9 t :P ]—R x для некоторого R17 3 l : P | R для некоторого R 
[IL § 3 . 6 . 1 ] . 

Если 3t : P i , то имеем (40) [1 .14] , откуда следует, что ßyPß равно 
одному из словР г , . . . ,Р* [(14) — (16), 1.11]. В силу (16), ßyPß не может, 
однако, абыть равным никакому P. с [1 .8 ] . Следовательно, в этом 
случае 

ß y P ß ^ P , 

= Ш [ (15)] , 

откуда P = Ç. Кроме того 3t (Р) = Р, так как 2t : P i . Следовательно, 
3t(P) = Ç, что и утверждается. 

Если 3t : P J — R для некоторого слова R, то 

ßaPßUßyÄß [1 .16] , 

откуда следует, что ßyiZß равно одному из слов Рг,...,Рк [(14) — 
(16), 1.11]. В силу (16), ßyi?ß не может, однако, быть равным ника
кому Р. с i<^k [1 .8] . Следовательно, 

ßyi2ß=P fc 

= ßY<?ß 1(15)], 
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откуда R — Q. Кроме того, 3t (P) = R, так как 3t : Р |== • R. Следовательно, 
%(P)==Q, что и утверждается. 

Пусть, наконец, 3t :Р\—R1 для некоторого слова Rv Имеем тогда 

ßxPß U ßaÄ, ß [1 .15] , 

откуда следует, что ßaÄß равно одному из слов Pv...tPk [ (14)—(16) , 
1.11]. 

В силу (15), ßaüj ß не может быть равно Рк, так как a у Следо
вательно, имеется такое число i\, что l ^ ^ ^ Ä и что 

(65) jP/l = ßflci21ß. 

Ряд слов Ptl,..9,Pk удовлетворяет условиям (65), (15) и 

(h<i<k) [(16)], 

аналогичным условиям (14)—(16), причем роль Р играет теперь i ? r 

Поэтому к этому ряду и слову R применимо рассуждение, только что 
проведенное для ряда Р 0 , . . . , Р , и слова Р. Мы заключаем из этого 
рассуждения, что возможно лишь одно изг двух: либо 91(Д1) = С. либо 
имеются слово R2 и число i2 такие, что 

И: Я, | - Л 2 , 

h < h < Ä> 
P,, = ßaÄ 2ß. 

В первом случае 3t (P)=Q, так как 3t: P^R^ ^%(R}) = Q [IL § 3 . 6 . 8 , 
IL § 3 . 7 . 6 ] . Во втором случае мы, рассуждая аналогично предыду
щему, убеждаемся в том, что либо %(R2) = Q, либо имеются слово j ? s 

и число z3 такие, что 

%:R2 | - Ä 3 , 

i>/8 = ßaÄ 3ß. 
Это последовательное построение слов R19 R2, i ? 3 , . . . и чисел i19 î2, 

i3,... таких, что 
<66) %t : /> J — J — Ä 2 J—Ä 3 1—... , 
<67) 0 < » , < i 2 < i , < . . . < Ä , 

J>, = ßaÄ yß, 
должно, ввиду (67), оборваться на некотором слове Rh, для которого 
<68) 21 (Rj) = Q. 

Имеем тогда 
(69) %:Р\=П„ [(66)] 

Щ Р ) = 0 [(68), (69), II. § 3 .7 .6] , 
что и требовалось доказать. 
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Теорема 1.1, таким образом, доказана. 
2 . Пользуясь теоремой 1.1, докажем следующую теорему. 
2 . 1 . Может быть построено ассоциативное исчисление 33 над алфа

витом А9, удовлетворяющее следующему условию: невозможен нормальный 
алгорифм над алфавитом А 0, аннулирующий те и только те слова Р 
в А 0, для которых эквивалентность 

(1) $>:dcPd±ded 

не имеет места. 
Построим, в самом деле, нормальный алгорифм 932 в алфавите А 0 

согласно V. § 3 .3 .2 , т. е. так, чтобы удовлетворялось условие: невоз
можен нормальный алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те 
слова в А 0, которые 232 не аннулирует. Применим к алгорифму Э32 

теорему 1.1, полагая А = А 0, сс = с, $ — d, у = е. Согласно этой теореме 
построим ассоциативное исчисление 33 над алфавитом А 0 U {£> d, е}, 
т. е. над А 2 [I. § 2 .6 J , удовлетворяющее условию: равенство 

имеет место для слов Р и Q в А 0 тогда и только тогда, когда 

%>:dcPd IdeQd. 

Это исчисление и является искомым. 
Действительно, согласно построению, &i2 аннулирует те и только те 

слова Р в А0, для которых имеет место (1). Если теперь какой-нибудь 
нормальный алгорифм над А0 аннулирует те и только те слова в А 0, 
для которых (1) не имеет места, то он аннулирует те и только те слова 
в А0, которые 232 не аннулирует. Такой нормальный алгорифм над А 0 , 
однако, невозможен по построению 232. Невозможен, следовательно, 
нормальный алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те слова 
в А0, для которых эквивалентность (1) не имеет места, что и требова
лось доказать. 

Пользуясь аналогичным образом теоремой V. § 3 . 3 . 4 вместо теоремы 
V. § 3 .3 .2 , получаем следующий результат. 

2. 2. Может быть построено ассоциативное исчисление 33 над алфа
витом А2, удовлетворяющее следующему условию: невозможен нормальный 
алгорифм над А0, применимый ко всякому слову в А 0 и аннулирующий 
те и только те слова Р в А 0, для которых имеет место эквивалент
ность (1). 

3. Исходя из 2 .1 , докажем следующую теорему. 
3 . 1 . Может быть построено ассоциативное исчисление 33 над алфа

витом {cl, е}, удовлетворяющее следующему условию: невозможен нор
мальный алгорифм над алфавитом исчисления 33, аннулирующий те 
и только те слова в этом алфавите, которые не эквивалентны в 33 
слову ded. 

Построим, в самом деле, ассоциативное исчисление 23 над алфавитом А 2 

согласно 2 . 1 , т. е. так, чтобы соблюдалось условие: невозможен нор
мальный алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те слова Р в А 0, 
для которых эквивалентность 2(1) не имеет места. Покажем, что исчис
ление является искомым. 

Действительно, пусть Б означает алфавит исчисления 33. Тогда 
А2 с Б и потому {d, е) С Б, т. е. 33 есть исчисление над {d, е). Допустим, 
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что <£> есть нормальный алгорифм над Б, аннулирующий те и только 
те слова в Б, которые не эквивалентны в исчислении 23 слову ded. 

Введем букву Ь, не принадлежащую алфавиту Б, и построим нор
мальный алгорифм £ в алфавите B ( J { S } , задав его схемой 

-*dc§ 
Нетрудно видеть, что 

<1) £(P) = dcPd 

для всякого слова Р в Б. 
Построим теперь алгорифм $ как нормальную композицию алгориф

мов 6 и ф: 

(2) 5£ = фо £ . 

Jt есть нормальный алгорифм над Б [ (2) , III . § 3 . 4 . 2 ] и, значит, 
над А 0. 

St(P)~$(£(P)) (Р — слово в Б) [ (2) , I I I . § 3 . 4 . 3 ] 

— £ (dcPd) (P — слово в Б) [(1)] . 

Отсюда следует, что алгорифм R тогда и только тогда аннулирует 
слово Р в алфавите А 0, когда алгорифм «£> аннулирует слово dcPd. 
Но ф тогда и только тогда аннулирует это слово, когда оно не экви
валентно в исчислении 23 слову ded. Таким образом, нормальный алго
рифм Ä над алфавитом А 0 аннулирует те и только те слова в этом 
алфавите, для которых эквивалентность 2 (1 ) не имеет места. Такой 
алгорифм невозможен, согласно построению исчисления 23. Следовательно, 
невозможен и нормальный алгорифм ф над Б, аннулирующий те и только 
те слова в Б, которые не эквивалентны в 23 слову ded, что и требо
валось доказать. 

Пользуясь аналогичным образом теоремой 2 .2 , получаем следующий 
результат. 

3. 2. Может быть построено ассоциативное исчисление 23 над алфа
витом {d, е}7 удовлетворяющее следующему условию: невозможен нор
мальный алгорифм над алфавитом исчисления 23, применимый ко всякому 
слову в этом алфавите и аннулирующий те и только те слова в нему 

которые эквивалентны в 23 слову ded. 
4. Установленная только что теорема 3 . 2 утверждает возможность 

построения ассоциативного исчисления 23 и некоторого слова А в его 
алфавите таким образом, что окажется неразрешимой следующая нор
мальная массовая проблема: построить нормальный алгорифм над алфа
витом исчисления 33, применимый ко всякому слову в этом алфавите 
и аннулирующий те и только те слова в нем, которые эквивалентны 
в 23 слову А. Эту проблему мы будем называть проблемой эквивалент
ности слову А в исчислении 23. Следующая почти очевидная теорема 
устанавливает простую связь между проблемами этого типа и ранее 
определенными проблемами эквивалентности для ассоциативных исчис
лений [§ 1 .9 ] . 
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4 . 1 . Если разрешима проблема эквивалентности для ассоциативного 
исчисления 2t, то, каково бы ни было слово А в его алфавите, разрешима 
и проблема эквивалентности этому слову в исчислении 2t. 

В самом деле, пусть А — алфавит исчисления 2t, А—слово в А, 
ф — нормальный алгорифм над A U (*Ь применимый ко всякому слову 
вида P*Q, где Р и Q — слова в А, и аннулирующий такое слово тогда 
и только тогда, когда 2 t : P J L Ç . 

Построим нормальный алгорифм 2 3 А и { * } | + А [П. § 4 . 4 ] . Имеем 

(!) ®AU(*},*A(P) = P * A (^-СЛОВОВА) [II. § 4 . 4 . 5 ] . 

Построим алгорифм $ как нормальную композицию алгорифмов 

( 2 ) * = * o f f l A u W , . A . 

$ есть нормальный алгорифм над А [ ( 2 ) , III . § 3 . 4 . 2 ] , причем 

&(Р)=-Ъ(ЯАх,{.},*А(Р)) ( Р - с л о в о в А) [ ( 2 ) , III. § 3 . 4 . 3 ] 

( 3 ) ~$(Р*А) (р — слово в А) [(1)]. 

Так как алгорифм ф применим ко всякому слову вида P*Q, где Р 
и Q — слова в А, алгорифм $ применим ко всякому слову в А [ ( 3 ) ] . 
Из ( 3 ) следует далее, что $ тогда и только тогда аннулирует слово 
Р в А, когда ф аннулирует слово Р*А. А это имеет место тогда 
и только тогда, когда %:PÏÏ_A. Таким образом, $ есть нормальный 
алгорифм над А, применимый ко всякому слову в этом алфавите и анну
лирующий те и только те слова в нем, которые эквивалентны в 2t 
слову А. Тем самым проблема эквивалентности слову А в исчислении 2t 
решена и теорема доказана. 

Как непосредственное следствие из 4 . 1 получаем 
4 . 2 . Пусть ассоциативное исчисление 2t таково, что для некоторого 

слова в его алфавите неразрешима проблема эквивалентности в 21 этому 
слову. Тогда проблема эквивалентности для 2t неразрешима. 

Как следствие из 3 . 2 и 4 . 2 получаем 
4 . 3 . Может быть построено ассоциативное исчисление, для кото

рого проблема эквивалентности неразрешима. * 
Эта теорема допускает следующее уточнение. 
4 . 4 . Может быть построено ассоциативное исчисление 23 в некото

ром, не содержащем звездочку алфавите Б , удовлетворяющее следующему 
условию: невозможен нормальный алгорифм над B | J { * } , аннулирующий 
те и только те слова вида P*Q (P и Q в В), для которых эквивалент
ность 

2 3 : Р 1 < ? 

не имеет места* 
* В настоящее время автору известно пять доказательств этой теоремы: первое 

доказательство автора [ 3j, основанное на применении методов Поста [ 2 6] к резуль
татам Чёрча [15,17] и Россера [ i 9 ] ; второе доказательство автора [ 5], основанное 
на результатах Поста [ 2 6 ] ; доказательство Поста [ 2 8 ], основанное на идеях Тюрин-
гарт]; доказательство Кольмара [ 2 0], основанное на результатах Клина [ 2 1 ] ; только 
что проведенное доказательство. Доказательство Поста стало известно автору во 
время печатания заметки [ 5]. 
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Эта теорема доказывается совершенно аналогично 4 . 3 . Надо лишь 
воспользоваться 3 .1 вместо 3 . 2 и применить алгорифм ЭЗви^}, *<*ed, 
связывающий алгорифмы, о которых говорится в 4 .4 , с алгорифмами, 
о которых говорится в 3. 1. 

Имея в виду истолкование проблемы эквивалентности для ассоциатив
ного исчисления как проблемы тождества для порождаемой им К-системы 
[§ 1.9], мы можем истолковать теорему 4 . 3 как теорему о возможности 
построения K-системы с неразрешимой проблемой тождества. 

5. В теореме 4 . 3 лишь утверждается возможность построения ассо
циативного исчисления, но не выписывается определяющая система 
такого исчисления в явном виде. Теоретически такая система соотно
шений может быть, правда, получена на основе всего предыдущего. 
Для этого нам пришлось бы, проследив весь ход рассуждений, привед
ший нас к теореме 4 .3 , конкретизировать его в том смысле, что схемы 
всех применявшихся нормальных алгорифмов выписывались бы в явном 
виде. В частности, нам пришлось бы выписать в явном виде схему 
видоизмененного универсального алгорифма 58 на основе указанного 
в главе IV довольно сложного способа построения этой схемы. Кон
кретизируя эту схему для алфавита Аг в роли А и буквы е в роли Ь 
[V. § 2 . 2 . 1 ] , мы затем должны были бы построить схемы нормальных 
алгорифмов 3?0 [V. § 2 . 2 . 2 ] , [V. § 3 . 3 . 1 ] и » 2 [V. § 3 . 3 . 2 ] . Исходя, 
наконец, из схемы алгорифма 332 и применяя построение, указанное 
в доказательстве теоремы 1.1, мы получили бы схему искомого ассо
циативного исчисления. Ясно, что в результате получилось бы нечто 
весьма громоздкое. А так как проблема явного и возможно более 
простого задания ассоциативного исчисления с неразрешимой проблемой 
эквивалентности представляет несомненный интерес, хотя бы в качестве 
возможной основы для доказательства других теорем невозможности, 
следует искать другие пути ее решения. 

В ближайших параграфах мы пройдем один из таких путей. Он 
не является очень прямолинейным, однако приводит к удовлетворитель
ному результату, а кроме того интересен и сам по себе. 

§ 3. Проблема эквивалентности пустому слову 
1. Частным случаем проблемы эквивалентности данному слову в дан

ном ассоциативном исчислении [§ 2 .4] является проблема эквивалент
ности пустому слову в этом исчислении, формулируемая так: построить 
для данного ассоциативного исчисления 51 нормальный алгорифм, при
менимый ко всякому слову в алфавите исчисления и аннулирующий 
те и только те слова в этом алфавите, которые эквивалентны в 31 
пустому слову. Мы увидим, что ассоциативное исчисление 3t может 
быть построено таким образом, что эта проблема, окажется неразре
шимой. 

Чтобы установить этот результат, мы покажем, что всякая проблема 
эквивалентности какому-либо данному слову С в каком-либо данном 
ассоциативном исчислении S всегда может быть определенным образом 
сведена к проблеме эквивалентности пустому слову в некотором дру
гом ассоциативном исчислении. Мы докажем следующую теорему. 

1.1. Пусть Ê — ассоциативное исчисление в алфавите Г, С — слово 
в этом алфавите, OL и ß— отличные друг от друга буквы, не принад
лежащие Г, 

Д = Г и { а , ß}. 
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Построим ассоциативное исчисление 3) в алфавите Д, определяя его 
системой соотношений, получаемой путем присоединения к определяю
щей системе исчисления Е соотношения 

(1) < x C ß « . 

Тогда для всякого слова Р в алфавите Г эквивалентность 

(2) Ъ:Р±С 

равносильна эквивалентности 
(3) 2):oLPß _Ц_ А. 

Прежде всего легко усмотреть, что эквивалентность (3) имеет место 
для слова Р в Г, коль скоро для него имеет место эквивалентность (2). 

В самом деле, так как все соотношения определяющей системы исчи
сления S принадлежат определяющей системе исчисления 5D, имеем тогда 

(4) © : / > Х С , 

(5) © : a i > ß X a C ß [(4) , § 1 .6 .6 ] , 

а так как соотношение (1) принадлежит определяющей системе исчисле
ния 2), имеем 
(6) 5D : aCßJLA. 

В силу (5) и (6), имеем (3) [§ 1 .6 .5 ] . 
Остается доказать обратное, т. е. что (2) имеет место для слова Р 

в Г, коль скоро имеет место (3). Для этого введем некоторые вспомо
гательные понятия и обозначения. 

Условимся называть высотой слова Q число вхождений буквы ос 
в это слово; высотой ряда слов Ç 0 , . . . , Qn — наибольшую из высот 
слов Ç 0 , . . . , Qn. Высоту слова Q будем обозначать символом [Q*; 
высоту ряда слов D — символом [ОЛ Условимся называть протяже
нием ряда слов Ç 0 , . . . , QH число тех чисел i, для которых 

[<??=[<?о>-- - QI-

Протяжение ряда слов а будем обозначать символом [Ct\ 
Очевидно, что высота всякого ряда слов есть натуральное число, 

а протяжение всякого ряда слов — целое положительное число. 
В следующей лемме мы пользуемся терминологией, введенной в § 1.6. 
1.2. Если О. есть Ъ-ряд, связывающий V с W и 

(7) [ F * < [ D B , 

(8) [ W < [ & " , 

то может быть построен такой ф-ряо 3t, связывающий V с W, что 
либо 

(9) [ З Г < [ О В , 

либо [№ = [&" в [ J f t " < [ Q \ 
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В самом деле, пусть © -ряд GL связывает V с W и удовлетворяет 
условиям (7) и (8) ; пусть О. есть ряд < ? 0 , . . Q n ( л ^ О ) . Имеем равенства 

(Ю) QU = V, 

(11) <?„ = W, 

так как Ci связывает V с W. Положим 

(12) h — [ d B . 

По определению высоты ряда найдутся такие числа г, что [С* = й. 
Все они отличны от нуля и от л, так как 

\Ql<h [ (7) , (10), (12)J, 

(13) [QB

n<h [ (8) , (11), (12)J. 

Пусть / означает наименьшее из этих чисел. Тогда 0 < / " < л и, так 
как 

(Щ [Qï<à ( 0 < î < » ) U 1 2 ) ] > 

имеем 

(15) [ c ; u < А. 

в то время как 

(16) [Ç» = A. 

В силу (13), имеются числа i такие, что / < ^ Х Л И ч т 0 <С ^. Пусть А 
означает наименьшее из этих чисел. Тогда /<^к^п, 

(17) [Ql<h, 

(18) [ # = А ( / < . < * ) [(14), (16)] . 

Имеем 

так как D есть ©-ряд. Это означает, что Qj может быть получено 
из Qj-i в результате подстановки правой или левой части одного из 
соотношений определяющей системы исчисления © вместо некоторого 
вхождения другой части того же соотношения. Так как 

[Q^<[Q* [(15), (16)], 

это соотношение не может принадлежать определяющей системе исчис
ления S и действием, переводящим Çy-i в Ç y , является подстановка левой 
части aCß соотношения (1) вместо вхождения правой части этого соот-

15 А. А. Марков 
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ношения, т. е. вместо пустого слова. Таким образом, для некоторых 
слов R и S в алфавите Д 

(19) Q^^RS, 

(20) Q} = R*C$S. 

Слова Qj,..., <?it_j, имеющие одинаковую высоту h [ ( 1 8 ) ] , образуют 
©-ряд, так как G есть ©-ряд. Имеем 

(21) Ъ г О ^ ^ О , ( f < i < k ) , 

[<??_! = [<?? < / < « < * ) • 

А так как подстановка правой или левой части соотношения (1) 
вместо вхождения левой или соответственно правой части этого соотно
шения изменяет высоту, (?,• получается из в результате действия, 
соответствующего одному из соотношений определяющей системы исчис
ления G (/ < i < h ) . 

Покажем индукцией по г, что каждое из слов Q { ( j ^ i < C . k ) может 
быть представлено в виде R j & K ß S j , где К 4 — слово в Г, и S \ — слова 
в Д, причем 

(22) [ # В = [ Я В . 

Для i = j это вытекает из (20): следует положить 

(23) Kj = C, 

(24) Rj = R, 

(25) Sj = S. 

Допустим, что для некоторого i , удовлетворяющего условиям 
/ < i < А, имеем 

(26) C,-_1 = Ä,_1aA',._]ß,S,._I, 

где Kf_x — слово в Г, и — слова в Д, причем 

(27) [Я.В_! = [ДВ-

Покажем, что тогда 

(28) Q^R^KflSt, 

где К { — слово в Г, R { и S 4 — слова в Д, причем имеет место равен
ство (22). 

Q { получается из Ç M в результате подстановки правой или левой 
части У одного из соотношений определяющей системы исчисления 6 
вместо некоторого вхождения другой части X того же соотношения. 
X есть слово в алфавите Г, и потому буквы ос и ß не входят в X . 
Ввиду (26) здесь применима лемма L § 4 . 5 . 4 , согласно которой Qf 

имеет один из видов: 
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Имеем 

© : QJC-J ± QK, 

так как D есть ©-ряд. При этом 
[QKlQÏ-г [(17), ( 1 8 ) ] . 

Это означает, что Qk получается из Qk—i в результате подстановки 
правой части соотношения (3), т. е. пустого слова, вместо некоторого 
вхождения левой части этого соотношения. Ввиду того, что o c ^ ß 
и ни ос, ни ß не входят ни в слово Кк_г в алфавите Г, ни в слово С 
в этом алфавите, здесь применима лемма I. § 4 . 5 . 5 , согласно кото
рой Qk имеет один из видов: 

(Т — результат подстановки А вместо вхождения слова aCß в Д), 

RS, 

RxKk_^T 
(Т — результат подстановки А вместо вхождения слова aCß в S). 
Если 

(38) Qb = RS, 

то Ç k = Ç j _ ! [(38), (19)], и потому < ? 0 , . . . , Q._v Ç k + 1 > . . . , Qn есть, 
как и D, ©-ряд, связывающий те же слова, что и CL, т. е. связываю
щий V с W. Этот ряд мы и примем за 9t. 

Ясно, что 

(39) [Sf t B <[D B 

и что при 

(40) [ Я в = [ О в 

имеем 

(41) [ я г = [ а « - ( * - л [(18), (12)], 
(42) [ 3 t n < [ £ t n [(41)]. 

Таким образом, в этом случае ряд 5ft обладает всеми требуемыми 
-свойствами. 

Допустим теперь, что 

(43) QIC = TOLK^S, 

где Т есть результат подстановки пустого слова вместо некоторого 
вхождения слова aCß в R. Положим тогда 
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и примем за » ряд < ? 0 , . . . , Q^v Р ^ , . . . , Pk_v Ç f c + 1 , . . . - , <? n- Так 
как / > 0 и 

(46) P t . i = Ç* [(45), (43)], 

ряд Jft связывает (даже при к = п) те же слова, что D, т. е. он свя
зывает V с W. 

Имеем далее 

(47) S>iQ(tj.Q1±...±Q^, 
(48) © г Р ^ Х ^ Х . - . Х ^ , 

так как & есть ©-ряд и имеет место равенство (46); 

(49) © : 2 ? ± 2 \ 

так как Т есть результат подстановки правой части соотношения (1) 
вместо вхождения в R его левой части; 

(50) © : Ç y - 1 х Л_1 1(49), (19), (44) , § 1 . 5 . 3 ] . 

Имеем также по предположению 

X (f<i<k), 
откуда 

(51) © : Д Г м х # < ( / < » < Ä), 

(52) © : />,_, X Л - ( / < i < к) [(51), (45) , § 1 . 5 . 3 ] . 

Наконец, имеем 
Pj=TaCpS [(45), (23)], 

откуда, согласно (44), 

(53) Ъ-.Р^ХР,. 

Смежности (47), (50), (53), (52), (48) показывают, что 91 есть 
©-ряд. 

Сравнивая слова Q{ и Pt при j'^i^k и замечая, что 

(54) [ T * < [ R \ 

усматриваем, что 
[PKIQÏ [(45), (37), (54)], 

откуда 

(55) [P*<h ( / < £ < * ) [(18)]. 

Имеем также 

[PU<WU к44*» <19>> <54>i 
(56) < h [ ( 1 5 ) ] . 
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Таким образом, высоты всех слов Р^г,..., Pk-i меньше h, т. е. меньше 
высоты ряда Ct. Следовательно, 

[SR B <[ct B . 

Так как нереход от G к SR состоит, согласно (46), в замене к— / слов 
Су, . . . , высоты h [(18)] словами Р у ^ , . . . , Рк_2 меньшей высоты 
[(55), (56)], имеем при [SRB = [CtB неравенство (42). Это показывает, 
что ряд SR обладает всеми требуемыми свойствами. 

Совершенно аналогичным образом строится искомый ряд SR в том 
случае, когда 

где Т есть результат подстановки пустого слова вместо некоторого 
вхождения слова ocCß в S . 

Мы завершили, таким образом, рассмотрение того случая, когда 
условия б) соблюдаются для всякого i такого, что f<^i<^k. 

Допустим теперь, что для некоторых таких i эти условия не все 
соблюдаются, и обозначим через m наименьшее из этих г. Тогда, 
согласно доказанному выше, для i — m соблюдаются либо условия а), 
либо условия в), в то время как для всякого i такого, что / < 0 < С т > 
соблюдаются условия б). Случай, когда при i = m соблюдаются усло
вия а), и случай, когда при i — m соблюдаются условия в), рассматри
ваются совершенно аналогичным образом. Будет поэтому достаточно 
провести построение искомого ряда SR для первого из этих случаев. 

Итак, пусть 

(57) 6 , : # m - - i - J - Л -

(58) Кт_г = Кт, 

(59) SM_2 = SM1 

тогда как для всякого i такого, что / < г < ; т , соблюдаются условия б). 
При этом m есть некоторое число такое, что 

Имеем тогда 

(60) = Л ( / < * 0 ) [(24)] , 
S€ = Sj 

(61) = S ( / < i < ™ ) 1(59), (25)J, 

(62) Q. = ROLK$S ( / < Î < W ) [(28), (60), (61) ] . 

Положим 

(63) Pj-i=XmS, 

<64) P^R^KftS (/<*'<», 

и примем за SR ряд <?0 Q._v P._v..., Pm_v Qm+V..., Qn. Так как 
7 > 0 и т < А ^ г г , он связывает те же слова, что О., т. е. связывает 
V с W. 
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Имеем 

< 6 6 ) ® : Р т _ а ± < ? и + 1 . 1 . . . ± < ? ) ( 1 

так как Cl есть ©-ряд и 

Рт-г = Ст- [(64), (58) , (61), (28) ] . 
Имеем далее 

Ч - . К ^ ^ К , ( j < i < m ) , 

откуда 

(67) Ь : К { ^ ± К { ( f < i < m ) , 

(68) ф : i>,._3 _]_ Д. ( / < i < > ) [(64), ( 6 7 ) , § 1 - 5 . 3 ] . 

Имеем также 
(69) P ; = RmccCpS [(64), (23)] , 
(70) fc^y-i-L*/ [(63), (69) ] . 

Наконец, имеем 

<71) б ^ Д х Л . [(57), (60) ] , 

(72) ® : R ± B m [(71)] 

(73) ф : Q , ^ ± P / - 1 [(72), (19), (63), § 1. 5 .3 ] . 

Смежности (65), (73), (70), (68) и (66) показывают, что 9Î есть 
©-ряд. 

Имеем далее 

(74) [ R B

m = [ R * [(22)], 

[^^[QU Г.(74), (63), (19)] 

(75) < А [(15)], 

[ P - = { Q * ( ] < i < m ) [(74), (64) , (62)] 

<76) = А [(18)] . 

Из сравнения рядов 9î и Ci видно, что 3Î получается из Q в резуль
тате замены слов Çy , . . . , Qm словами jPy_j , . . . , Р ^ ^ . Так как сло
ва Qj,..., Qm имеют высоту h [(18)], а из слов Р^г,..., Рт^ первое 
слово имеет высоту, меньшую h [(75)], а остальные — высоту h [ (76)] , 
имеем неравенство (39), причем в случае равенства (40) имеем 

[ Я л = [ а я —1 
<[&". 

Таким образом, и теперь построенный ряд 9Î обладает всеми требуе
мыми свойствами. Доказательство леммы 1.2 этим завершено. 
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1.3. При соблюдении условий леммы 1.2 может быть построен 
Ъ)-ряд SR, связывающий V с W и удовлетворяющий условию (9). 

Пусть, в самом деле, соблюдены условия леммы 1.2. Строим тогда 
согласно этой лемме ©-ряд SR1? связывающий V с W и удовлетворяю
щий либо условию 

(77) [ S t B < [ & B , 

либо паре условий 

(78) [ Э Т В = [ & В , 

(79) К < [С^-

Если соблюдено условие (77), то полагаем 91 = 9^; ряд 3Î, очевидно, 
обладает требуемыми свойствами. 

Если же соблюдены условия (78) и (79) , то применяем лемму 1.2 
к словам V, W и ряду 9 \ (в роли 6-). Это возможно, так как 

[ F B < [ 9 Ï B [ (7) , (78) j , 

[ W B < [ 9 Î B [ (8) , (78) I. 

Строим согласно 1.2 ©-ряд SR2, связывающий V с W ж удовлетво
ряющий либо условию 

(80) [ ^ < [ Я В , 

либо условиям 

(81) = № 

(82) [ Я 2

П < [ Э С . 

Если соблюдено условие (80), то полагаем tft = SR2; если же соблю
дены условия (81) и (82), то применяем еще раз лемму 1.2. Продол
жая таким образом действовать дальше, будем последовательно полу
чать ©-ряды gt l f SR2, SR a , . . . , связывающие V с W и такие, что 

[Ъ* = №1 = [!%=..., 
тогда как 

Этот процесс, очевидно, должен оборваться (не более, чем после 
[& п шагов), а оборваться он может лишь тогда, когда получится 
©-ряд, связывающий V с W и имеющий высоту, меньшую высоты 
ряда Et. Такой ©-ряд, следовательно, может быть построен, что и тре
бовалось доказать. 

1.4. Если © : F X W P , т о может быть построен Ъ-ряд SR, связываю
щий V с W и удовлетворяющий хотя бы одному из неравенств 
(83) [ F B > [ 9 P , 

(84) [W B >[SR B . 



§ 3. Проблема эквивалентности пустому слову 

В самом деле, пусть foiVj^W. Тогда существует ©-ряд Ci, связы
вающий V с W. 

Если он удовлетворяет условиям (7) и (8) , то строим согласно 1.& 
©-ряд Е^, связывающий V с W w такой, что [ С ^ < [ & в . Если 

[ F B < [ D * 
И 

[ ^ B < [ D B , 

то строим согласно 1.3 ©-ряд G,2, связывающий V с W я такой, что-
[Ct* <С [ & j . Этот процесс последовательного построения ©-рядов 
Сц, C t 2 , с в я з ы в а ю щ и х V о W ж таких, что 

[ D B > [ D B > [ & * > . . . 

должен, очевидно, оборваться (не более чем после [ d B шагов), а это, 
согласно 1.3, произойдет лишь тогда, когда получится ©-ряд Q w , свя
зывающий V с W ж такой, что хотя бы одно из неравенств 

не соблюдается. Этот ряд C L w , очевидно, и может быть взят в ка
честве 9т. 

Мы можем теперь закончить доказательство теоремы 1.1. 
Допустим, что эквивалентность (3) имеет место для. слова Р в алфа

вите Г. Покажем, что тогда имеет место эквивалентность (2) . 
Так как 

(85) [ai>ßB = l 

и [Л в = 0, может быть построен согласно 1.4 ©-ряд Q 0 , Q n , свя
зывающий ocPß с А и удовлетворяющий условию 

[<?о>---> Ql<i, 
т. е. условию 

(86) (О < * • < * ) • 

Имеем 

(87) <?о = * ^ 

(88) Qn = A, 

(89) [<?в = 0 1 ( 8 8 ) ] _ 
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Пусть / означает наименьшее из чисел г, для которых [Q* = 0. 
В силу (89), такие числа существуют и / ^ п. В силу (85) и (87), / > 0 . 
Рассмотрим ©-ряд Ç 0 , . . . , Qj, соединяющий a.Pß с Qj. 

По определению числа / имеем 

(90) ( 0 < * < / ) [(86)], 

(91) [<?* = 0. 

Рассуждая далее, как в доказательстве леммы 1.2, убеждаемся, что 
каждое слово Q. (0 <1 i < /) может быть однозначно представлено в виде 
R^K^S., где 
(92) К0 = Р , 

где Д., и St суть слова в Г и где при всяком i (0 <d i <С /') имеем 
-либо é : К{—г JL Kit либо К^—К^ Имеем поэтому 
(93) G : Z 0 J L t f y _ r 

С другой стороны, имеем 

откуда, в силу (90) и (91), следует, что 
(94) К ^ = С 

В силу (92)—(94), имеет место эквивалентность (2), что и требо
валось доказать. 

2. Теоремы § 2 .3 .1 и 1.1 дают возможность установить следующий 
результат [ 5 ] . 

2.1. Может быть построено ассоциативное исчисление ©, удовле
творяющее следующему условию: невозможен нормальный алгорифм над 
алфавитом исчисления ©, аннулирующий те и только те слова в этом 
алфавите, которые не эквивалентны в © пустому слову. 

Построим, в самом деле, ассоциативное исчисление 23 над алфави
том {d, é) согласно § 2 . 3 . 1 . Применим к 33 теорему 1.1. Роль S 
пусть играет при этом 23, роль Г — алфавит исчисления 23, роль С — 
-слово ded в этом алфавите, роли a и ß — какие-нибудь две буквы, 
не принадлежащие * Г. Построим согласно 1.1 ассоциативное исчисле
ние © в алфавите Д, равном Г и { а , ß}, таким образом, что эквива
лентность 1 (2) будет тогда и только тогда иметь место для какого-
нибудь слова Р в Г, когда будет иметь место эквивалентность 1 (3 ) . 
Исчисление © будет тогда удовлетворять условию, формулированному 
в теореме 2 .1 . 

Допустим, в самом деле, что «£> есть нормальный алгорифм над Д, 
.аннулирующий те и только те слова в Д, которые не эквивалентны 
.в © пустому слову. 

Построим нормальный алгорифм @ в алфавите Д со схемой 

(С€Г) 
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Ясно, что 

О) <£ (Р) = ccPß (i> — слово в Г). 

Построим алгорифм $ как нормальную композицию алгорифмов Ê 

ф есть нормальный алгорифм над Г [(2) , III . § 3 . 4 . 2 ] , причем 

Следовательно, Ä тогда и только тогда аннулирует слово Р в Г, 
когда *g> аннулирует слово aPß, т. е. когда aPß не эквивалентно пустому 
слову в ©. Но, согласно построению исчисления ©, эквивалентность 1 (3) 
тогда и только тогда не имеет места, когда слово Р не эквивалентно 
ded в исчислении 23. Таким образом, $ аннулирует те и только те слова 
в Г, которые не эквивалентны ded в 23. Такой нормальный алгорифм £ 
над Г, однако, невозможен, согласно построению исчисления 23. Сле
довательно, невозможен и нормальный алгорифм ф над Д, аннулирую
щий те и только те слова в Д, которые не эквивалентны в © пустому 
слову. 

Аналогично, с помощью теорем § 2 . 3 . 2 и 1.1, устанавливается 
следующий результат. 

2 . 2 . Может быть построено ассоциативное исчисление ©, удовле
творяющее следующему условию: невозможен нормальный алгорифм над 
алфавитом исчисления ©, применимый ко всякому слову в этом алфавите 
и аннулирующий те и только те слова в нем, которые эквивалентны 
в © пустому слову. 

3. Аналогично тому, как проблему эквивалентности в данном ассо
циативном исчислении % можно истолковать как проблему тождества 
в порождаемой им K-системе [§ 1.9] , проблему эквивалентности дан
ному слову в исчислении % можно истолковать как проблему тожде
ственности данному элементу этой K-системы. В частности, проблему 
эквивалентности пустому слову в исчислении 5t можно истолковать 
как проблему тождественности единичному элементу K-системы, поро
ждаемой исчислением 5С, т. е. как проблему построения нормального 
алгорифма, распознающего элементы, тождественные единичному эле
менту этой K-системы, по словам, представляющим эти элементы. 
Доказанную только что теорему 2. 2 можно в соответствии с этим рас
сматривать как установление возможности построения K-системы с нераз
решимой проблемой тождественности единичному элементу. 

1. Мы рассмотрим теперь исчисления, введенные в 1943 г. Постом [ 2 6 ] 
и называемые им «нормальными системами». Термин «исчисление» мы 
здесь и в дальнейшем будем понимать как разрешение последовательно 
производить некоторые точно описанные действия над словами в данном 
алфавите. Ассоциативные исчисления, определенные в § 1, являются 
частными случаями исчислений вообще. «Нормальные системы» Поста, 

<2) 

St(P)~$(&(P)) (Р — слово в Г) [(2) , I I I . § 3 . 4 . 3 ] 

~ $ ( a P ß ) (Р — слово в Г) [ ( ! ) ] . 

§ 4. Исчисления Поста 
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которые мы сейчас определим, также являются исчислениями, и мы 
будем поэтому называть их «нормальными исчислениями Поста». 

Пусть А., В{ (1 i щ п^О) — фиксированные слова в алфавите А. 
Будем называть i-тым допустимым действием переход от слова вида 
А{Р, где Р—слово в А, к слову PBi (l^i^n). Всего мы будем 
иметь, таким образом, п допустимых действий. Разрешение последо
вательно производить допустимые действия, исходя из какого-нибудь 
слова в алфавите А, мы будем называть нормальным исчислением Поста 
в алфавите А, определяемым словами As и В£ (1 ^.п). 

Мы будем говорить, что слово Q выводимо из слова Р в нормальном 
исчислении Поста ф, если Q либо равно Р, либо получается из Р 
в результате последовательно осуществляемых допустимых действий 
исчисления ф. Для обозначения выводимости мы будем применять 
знак « |=». В дальнейшем запись 

(1) $:Р}=0, 

где ф— нормальное исчисление Поста, будет означать, что Q выводимо 
из Р в ф. (Смешение этой записи с совершенно аналогичной записью 
для преобразования слов посредством нормального алгорифма [II. § 3. 6} 
невозможно, так как запись (1) начинается со знака исчисления Поста, 
а запись преобразования слов посредством нормального алгорифма — 
со знака этого алгорифма). 

Мы будем говорить, что слово Q непосредственно выводимо из слова Р 
в нормальном исчислении Поста ф, если Q получается из Р в резуль
тате одного допустимого действия. Для обозначения непосредственной 
выводимости мы будем применять знак «|—». В дальнейшем запись 

ф : * ! - < ? . 

где ф— нормальное исчисление Поста, будет означать, что Q непосред
ственно выводимо из Р в ф. 

В нормальном исчислении Поста ф в алфавите А, определяемом 
словами А{, В. ( l ^ i ^ / г ) , имеем п типов непосредственных выводи
мостеи: 

(2) $:А,Р\-РВ, ( l < i < n ) , 
где Р — произвольное слово в А. Всякая непосредственная выводимость 
в ф принадлежит одному из этих п типов. Задание этих п типов не
посредственных выводимостеи вместе с заданием алфавита А, очевидно, 
вполне определяет нормальное исчисление Поста ф. Мы будем поэтому 
часто говорить о нем как о нормальном исчислении Поста в алфавите А 
с непосредственными выводимостями (2). 

Следующие утверждения, в которых ф означает нормальное исчис
ление Поста в алфавите А, очевидны. 

1.1. fy:P\=P для всякого слова Р в А. 
1.2. Если ф:Р = Ç и ф: Q )=Я, то à:P\=R. 
1.3. Если ф:Р — Q, то $:P\=Q. 
1.4. ф : Р ) = С тогда и только тогда, когда может быть построен 

такой ряд слов Р0, . . . , Рт (т^О), что 

<3) Р0 = Р, 

(4) PU = Q, 
(5) ^:PM\~Pt ( 0 < i < ™ ) . 
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2. Строго говоря, введенное только что понятие «нормального исчис
ления Поста» не совсем совпадает с понятием «нормальной системы», 
введенным самим Постом[2 В]. Различие состоит в том, что у нас на 
исходное слово не накладывается никаких ограничений, тогда как 
у Поста оно выбирается из некоторого данного (конечного) списка 
слов, в частности, просто фиксируется. Этот список слов должен быть 
тогда включен, наряду со словами А{ и В. (l^i^ri), определяющими 
допустимые действия исчисления, в систему данных, определяющих 
исчисление. Исчисления этого типа мы будем называть нормальными 
исчислениями Поста с данными исходными словами (в частности, с дан
ным исходным словом). 

Пусть ф— нормальное исчисление Поста (в прежнем смысле) в алфа
вите А с допустимыми действиями, определяемыми словами Аг. и В4 

(1 < I i ^ тг) ; Срх — нормальное исчисление Поста в том же алфавите 
с данными исходными словами Ск и теми же допустимыми дей
ствиями. Мы будем тогда говорить, что слово Р выводимо в если 
оно выводимо в ф из одного из слов С 1 , . . . , Ск. 

3. Наряду с нормальными исчислениями Поста является целесообраз
ным рассматривать следующее их видоизменение. 

Пусть опять Ai7 В4 (l^i^n; п^О)— фиксированные слова в алфа
вите А. Будем называть допустимыми действиями как переходы от слов 
вида AfP (Р — слово в А) к словам РВ{ (с теми же i), так и обратные 
переходы. Всего мы будем иметь, таким образом, 2п допустимых дей
ствий, естественно группирующихся в п пар: £-я пара допустимых дей
ствий состоит из переходов от слов вида А.Р к словам РВ. и обратных 
переходов. Разрешение последовательно производить допустимые дей
ствия, исходя из какого-нибудь слова в алфавите А, мы будем назы
вать обратимым исчислением Поста в А, определяемым словами А. и В4 

( 1 < г < ^ ) -
Мы будем говорить, что слово Q выводимо из слова Р в обратимом 

исчислении Поста ф, если Q либо равно Р, либо получается из Р 
в результате последовательно производимых допустимых действий исчис
ления ф. Для обозначения выводимости мы будем здесь применять 
знак «JL». В дальнейшем запись 

где ф — обратимое исчисление Поста, будет означать, что Q выводимо 
из Р в ф. 

Мы будем говорить, что слово Q непосредственно выводимо из слова Р 
в обратимом исчислении Поста ф, если Q получается из Р в резуль
тате одного допустимого действия. Для обозначения непосредственной 
выводимости мы будем здесь применять знак «J_». В дальнейшем запись 

где ф — обратимое исчисление Поста, будет означать, что Q непосред
ственно выводимо из Р в ф. 

В обратимом исчислении Поста ф в алфавите А, определяемом сло
вами A., Bi (i^i^n), имеем 2п типов непосредственных выводимостеи 

Ъ:А<Р±РВ{, %:РВ<±А4Р ( l < i < * ) . 
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где Р— произвольное слово в А. Всякая непосредственная выводимость 
в ф принадлежит одному из этих 2п типов. Задание п из этих типов, 
а именно 
(1) $:А<Р±РВ< ( 1 < * * < я ) > 

определяет остальные п типов: 

$:РВ{±А.Р ( 1 < г < я ) > 

и вместе с заданием алфавита А вполне определяет исчисление ф. Мы 
будем поэтому говорить о ф как об обратимом исчислении Поста 
в алфавите А с непосредственными выводимостями (1). 

Следующие утверждения, в которых ф означает обратимое исчисле
ние Поста в алфавите А, очевидны. 

3 . 1 . ty:P_\)_P для всякого слова Р в А. 
3 .2 . Если $:P±Q и ф:<?1_Д, то ф : Р±Д. 
3 .3 . Если $:P±Q, то $:P±Q. 
3 .4 . ty:PJLQ шогда и только тогда, когда может быть построен 

такой ряд слов Р0, . . . , Рт (т^О), что удовлетворяются условия 1 (3) , 
1 (4) и условия 

$:Р<-г±Р< ( 0 < i < * 0 -
3 .5 . Если $:P±Q, то $:Q±P. 
3 .6 . Если $:P±Q, то $:Q±P. 
В обратимом исчислении Поста также можно фиксировать исходное 

слово или потребовать, чтобы оно выбиралось из данного списка слов. 
Это дает обратимое исчисление Поста с данными исходными словами 
(в частности, с данным исходным словом). 

Пусть ф — обратимое исчисление Поста в алфавите А с допустимыми 
действиями, определяемыми словами А{ и В4 ( 1 ^ . i^n); ф] — обратимое 
исчисление Поста в А с данными исходными словами С1У..., С* и теми же 
допустимыми действиями. Мы будем тогда говорить, что слово Р выво
димо в ф,, если оно выводимо в ф из одного из слов С р . . . , Сг 

4. В связи с введенными типами исчислений возникают следующие 
нормальные массовые проблемы. 

П р о б л е м а в ы в о д и м о с т и в н о р м а л ь н о м (обратимом) 
и с ч и с л е н и и П о с т а с д а н н ы м и с х о д н ы м с л о в о м . Дано 
нормальное (обратимое) исчисление Поста ф в алфавите А с данным 
исходным словом С. Требуется построить нормальный алгорифм над А, 
применимый ко всем словам в А и аннулирующий те и только те слова 
в А, которые выводимы в ф. 

Мы установим здесь возможность такого построения обратимого 
исчисления Поста с данным исходным словом, что соответствующая 
проблема выводимости будет неразрешимой; аналогичное построение 
нормального исчисления Поста с данным исходным словом с неразре
шимой проблемой выводимости — построение, возможность которого 
была впервые установлена Постом [ 2 6 ] ,—мы также укажем. 

5. В основе построения искомого исчисления будет лежать теорема 
§ 3 . 2 . 1 , обеспечивающая возможность построения ассоциативного 
исчисления с неразрешимой проблемой эквивалентности пустому слову. 
Чтобы использовать эту теорему, нам нужно будет перекинуть некото
рый «мост» между ассоциативными исчислениями и обратимыми исчис
лениями Поста. Роль такого моста будет играть следующая теорема. 
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5 . 1 . Пусть 2t— ассоциативное исчисление в алфавите А, определяемое-
системой соотношений 

(1) (1 < * < " ) , 

где Dt- и Е4— слова в А; пусть а — буква, не принадлежащая А; 

Б = А и { а } . 

Построим обратимое исчисление Поста ф в алфавите Б с непосред--
ственными выводимостями 

(2) $:D4P \_РЕ< (Р — слово в Б, 1 < * < / г ) , 

(3) ф : £ Р ± - Р £ (Р — слово в Б, Ç€A). 

Тогда, каковы бы ни были слова Q и R в А , для эквивалентности 

(4) 51 :<?Л_Я 
необходима и достаточна выводимость 

(5) ф: Ça Л Да. 

Д Л Я доказательства этой теоремы введем некоторые вспомогательные» 
понятия и докажем некоторые леммы. Будем при этом считать условия, 
теоремы 5.1 соблюденными. 

5 . 2 . Если S — слово в А, Т — слово в Б, то 

(6) $:STJITS. 

В самом деле, при S = A это верно [3 .1 ] . Пусть теперь 

(7) *? = С , . . . Ь . 

где £f — буквы алфавита А. Полагая тогда 

(8) <?,. = £ • + ! . . . ( 0 < i < Ä ) , 

будем иметь 

Q0 = ST [ (8) , (7) , I . § 3 . 6 ( 4 ) ] , . 

Qt = TS [ (8) , (7 ) , I. § 3 . 6 ( 4 ) ] , 

W'-Q^-LQi ( 0 < i < * > [ (8) , (3 ) , I. § 3 . 6 ( 5 ) , I . § 3 . 6 ( 6 ) ] , . 

откуда следует выводимость (6) [3 .4 ] . 
5 . 3 . Если VL:Q±R, то »j :Ça_L.i?a. 
Пусть, в самом деле, % : Q ±R. Тогда Q ж R суть слова в А и для 

некоторого i (1 i^n), согласно § 1. 5. 1, существуют такие слова S и Т, 
что либо имеют место равенства 
(9) Q^SD.T, 

(10) R = SE,.T, 
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либо — равенства 

<И) Q=SE,T, 

<12) R = SD{T. 
Допустим, что имеют место равенства (9) и (10). Тогда S и Т суть 

слова в А и 

(13) QOL = SD4TOL [(9)], 

$:Qœ±D;TxS [(13), 5.2] 

± TaSEt [(2)] 

±SE4Tx [5 .2 , 3.6] 

= Ла [(10)]. 

Таким образом, в этом случае 

<14) $ : C a J L Ä a . 

Если имеют место равенства (11) и (12), то мы аналогичным обра
зом получаем 

{ß: Ах Л Ça* 
откуда опять следует выводимость (14) [3 .6 ] . 

Эта выводимость, следовательно, имеет место, что и требовалось 
доказать. 

5 .4 . Если mo $:QOL±RQL. 
Это следует из § 1 .6 .1 , 5.3 и 3 .2 . 
Условимся теперь называть специальными словами слова в Б с одним 

и только одним вхождением буквы а, т. е. слова вида 

<15) SOLT, 

где S и Т — слова в А. 
Условимся называть проекцией специального слова (15) слово TS. 

(Это понятие проекции, очевидно, отличается от понятия проекции 
слова на алфавит А [II. § 4.14]) . Ввиду того, что всякое специальное 
слово единственным образом представляется в виде (15), проекция 
специального слова определена однозначно. Будем обозначать проекцию 
специального слова U символом [IF. 

Имеем, таким образом, 

(16) [SOLT« = T S (Т и S — слова в А) 

и, в частности, 

(17) « ? — слово в А). 

5 . 5 . Если U — специальное слово и ф : U JLF, mo V есть специаль
ное слово и 
(18) %z[ZF±[V\ 
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В самом деле, пусть 

Тогда V получается из U в результате одного из допустимых действий 
исчисления ф. Согласно построению исчисления ф, это означает, что 
имеет место одно из четырех: 

(19) U = D<P, 

(20) V = PEt 

для некоторого i ( 1 < л < ^ я ) и некоторого слова Р в Б; то же с пере
меной ролей U MV; 

(21) U = IP, 

(22) V —Pc, 

для некоторой буквы \ алфавита А и некоторого слова i 3 в А; то же 
с переменой ролей U и V. 

В первом случае Р есть специальное слово, так как U — специаль
ное слово, a D.— слово в А [(19)]. Имеем, таким образом, 

(23) P = SxT, 

где S и Т — слова в А. Следовательно, 

(24) U=D.SxT [(19), (23)], 

(25) V = SiiTEt [(20), (23)]. 

Согласно (25), V есть специальное слово. При этом 

(26) [U- = TD.S [(24), (16)], 
(27) \y* = TEtS [(25), (16)] . 

Принимая во внимание, что соотношение 

Dt«-+Et 

принадлежит определяющей системе исчисления 21, заключаем из (26) 
и (27), что 

9 t:[Er±[F* [§ 1 .5 .1] , 
и потому 

5t:[£rjL[FT C [§ 1 .6 .2 ] . 

Совершенно аналогичным образом усматриваем, что и во втором 
случае V есть специальное слово, причем имеет место эквивалент
ность (18). 

В третьем случае Р также есть специальное слово, так как U — 
специальное слово, а \ — буква алфавита А [(21)]. Пусть опять имеем 
равенство (23), где S и Т — слова в А. Имеем здесь 

(28) U=ÏS*T [(21), (23)], 

(29) V=SOLTZ [(22), (23)]. 
16 А. А. Марков 
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Согласно (29), V есть специальное слово. При этом 

[(28), (16)] 

[(29), (16) ] , 

откуда опять следует (18) [§ 1 .6 .3] . 
Совершенно аналогичным образом усматриваем, что эквивалентность 

(18) имеет место в четвертом случае. 
Таким образом, эта эквивалентность всегда имеет место в условиях 

леммы, что и требовалось доказать. 
5 .6 . Если U — специальное слово и ф : £/ т(> V есть специаль

ное слово и 2t: [UK±[V*. 
Это следует из 3 .4 , 5 .5 и § 1.6.5. 
5.7. Если §:Qoi±RoL, где Q и R —слова в А, то %:QJ_R. 
Это следует из 5 .6 в силу (17). 
Справедливость теоремы 5.1 непосредственно усматривается из лемм 

5.4 и 5.7. Эта теорема, таким образом, доказана. 
6. Докажем теперь возможность такого построения обратимого 

исчисления Поста с данным исходным словом, что соответствующая 
проблема выводимости будет неразрешимой. 

6 .1 . Может быть построено обратимое исчисление поста 0 в неко
тором алфавите Б с данным однобуквенным исходным словом а и с не
посредственными выводимостями 

таким образом, что будут соблюдаться следующие условия: 
П. 1. Невозможен нормальный алгорифм над Б, аннулирующий те 

и только те слова в Б, которые не выводимы в CL 
П.2. а не входит ни в одно из слов АЛ, . . . , Ат, В17. . . , Вт. 
В самом деле, построим ассоциативное исчисление 2Î согласно § 3 . 2 . 1 

таким образом, чтобы не был возможен нормальный алгорифм над его 
алфавитом, аннулирующий те и только те слова в этом алфавите, 
которые не эквивалентны в 21 пустому слову. Пусть А — алфавит исчис
ления 2t, ос— буква, не принадлежащая А. Исходя из A, 2t и <х, построим 
обратимое исчисление Поста ф в A U {а} согласно 5 . 1 . Принимая 
букву а в качестве исходного слова и оставляя алфавит и допустимые 
действия без изменения, получим из исчисления ф обратимое исчисле
ние Поста с данным однобуквенным исходным словом сс. Это исчисле
ние обозначим через C L Покажем, что оно обладает требуемыми свой
ствами. 

Допустим, в самом деле, что <§> есть нормальный алгорифм над алфа
витом A U {сс} исчисления Ci, аннулирующий те и только те слова 
в A U {а}, которые не выводимы в D. 

Построим нормальный алгорифм 23 в A U {а} со схемой 

(1) А4Р±РВ{ (Р—слово в Б, 1 < г < т ) 

Как нетрудно видеть 

<2) ©(Д) = Да (Я — слово в А). 
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Построим алгорифм Ä как нормальную композицию алгорифмов S 

(3) & = фо25. 

& есть нормальный алгорифм над А [(3), III. § 3 . 4 . 2 ] и 

£ ( Д ) ~ ф ( 2 3 ( Д ) ) (Д— слово в А) [(3), Ш . § 3 . 4 . 3 ] 

~ ф (Да) (Д — слово в А) [ ( 2 ) ] . 
Поэтому мы тогда и только тогда имеем $ (Д) = А для какого-нибудь 

слова Д в А, когда ф(Д<х) = Л; а это имеет место тогда и. только 
тогда, когда Да не выводимо в C L НО, согласно построению исчисле
ния Q, Да тогда и только тогда выводимо в G, когда ф : a_JL Да, а это, 
по построению ф, имеет место тогда и только тогда, когда 

21 : A JL Ä-
Следовательно, 5Î аннулирует те и только те слова в А, которые не 
эквивалентны в 21 пустому слову. Нормальный алгорифм Е над А 
с этим свойством, однако, невозможен. 

Невозможен, таким образом, и нормальный алгорифм ф над A U {a} , 
аннулирующий те и только те слова в A U {a} , которые не выводимы 
в G L 

При этом, согласно построению исчисления О, оно определяется 
непосредственными выводимостями вида 

$:D{P±PEt (Р — слово в A U {a} , 1 < 1 < л ) , 

$:£Р±.Рс (P — слово в A U {a} , H 6 А), 
где D% и Ех суть слова в А. Замечая, что слова D4, Е4 ( l ^ i ^ n ) 
и £(£6А) не содержат а, мы видим, что D определяется непосредствен
ными выводимостями вида (1), где А19..9, Ат, Д т , . # . , Вт не содер
жат а. 

Аналогично с помощью теорем § 3 . 2 . 2 и 5.1 устанавливается сле
дующий результат. 

6 .2 . Может быть так построено обратимое исчисление Поста с дан
ным однобуквенным исходным словом а, что соответствующая проблема 
выводимости будет неразрешима. Такое исчисление может быть при 
этом определено непосредственными выводимостями вида (1), где ни 
одно из слов А0 Вг (i^i^m) не содержит а. 

7. Результаты, аналогичные 6. 1 и 6. 2, могут быть получены и для 
нормальных исчислений Поста с данным исходным словом (ср. [ 2 6 ]). 
Для этого можно, например, доказать следующую теорему, аналогич
ную 5.1. 

7 . 1 . Пусть 21 — ассоциативное исчисление в алфавите А, определяе
мое системой соотношений 5 ( 1 ) , где D% и Е. ( 1 < ^ г < ^ п ) — слова в А; 
пусть a— буква, не принадлежащая А; Б = А U { a } . 

Построим нормальное исчисление Поста ф в алфавите Б с непо
средственными выводимостями 

ф : DtP \— РЕ% (Р — слово в Б, 1 < i< тг), 
^:E4P\—PD. (Р —слово в Б, 1 < г < л ) , 

ф : çP I— P I {Р —слово в В, Н € Б ) . 
16* 
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Тогда, каковы бы ни были слова Q и R в А, для эквивалентности 
5(4) необходима и достаточна выводимость 

ф;<2а |==Да. 

Доказательство теоремы 7.1 может быть построено аналогично 
доказательству теоремы 5 .1 . Роль леммы 5.2 играет теперь аналогично 
доказываемая лемма 

7 .2 . ф : ST \= TS для любых слов S и Т в алфавите Б. 
Вместо 5.3 имеем 
7 .3 . Если %:Q±R, то ф :<?аЬ=Да. 
Как*в доказательстве 5.3 , здесь приходится рассматривать два слу

чая: случай равенств 5(9) и 5(10) и случай равенств 5(11) и 5 (12 ) . 
Первый случай рассматривается, как в доказательстве леммы 5 .3 , 
с той лишь разницей, что вместо знаков «X* и «JL* м ы пишем теперь 
соответственно знаки «|=» и «]—», а вместо ссылок на 5.2 делаем 
ссылки на 7 .2 . Второй случай отличается теперь от первого только 
переменой ролей слов D4 и Е{. 

7 .4 . Если VL:Q±R, то $ : < ? * ) = : Дос. 
Это следует из § 1.6.1, 7 .3 'и 1.2. 
Далее в точности, как выше, определяются специальные слова и их 

проекции. Доказывается следующая лемма, аналогичная лемме 5 .5 . 
7 .5 . Если U — специальное слово и ф : U |—V, то V есть специаль

ное слово и имеет место эквивалентность 5 ( 1 8 ) . 
Доказательство этой леммы отличается от доказательства леммы 5. 5 

прежде всего тем, что теперь вместо четырех возможных случаев надо 
рассматривать три: случай равенств 5 (19) и 5 (20 ) (l^i^n, Р— слово 
в Б); случай равенств 

U = EtP, 

У = РП, 

(i^i^n, Р — слово в Б); случай равенств 5 (21 ) и 5(22) (£СБ, 
Р — слово в Б). Первый случай трактуется в точности, как первый 
случай в доказательстве леммы 5 .5 . Второй случай отличается от 
первого лишь переменой ролей слов D% и Е{. Третий случай распа
дается на два подслучая: £ £ А и £ = ос. Первый подслучай трактуется 
в точности, как третий случай в доказательстве леммы 5 .5 , а во вто
ром подслучае имеем 

(1) и = ар, 
(2) F = Pa, 

где Р — слово в А. В силу (2), V есть специальное слово. При этом 

[СГ = Р [(1)] 

= [VK [ (2)] , 

откуда следует 5(18) [§ 1 .6 .3] . Тем самым лемма доказана. 
Наконец, доказываются следующие леммы, аналогичные 5.6 и 5 .7 . 
7 .6 . Если U — специальное слово и ty:U\=V, то V есть специаль

ное слово и %: [ITJLIV*. 
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7 . 7 . Если ф : С а ( = Д а , где Q и R— слова в А, то 9 t : (?J j_ i? . 
Лемма 7 . 6 следует из 1.4, 7 . 5 и § 1 .6 .5 , а лемма 7 .7 — из 7 . 6 . 
Справедливость теоремы 7.1 непосредственно усматривается из 

лемм 7. 4 и 7 .7 . 
Теоремы § 3 . 2 . 1 , § 3 . 2 . 2 и 7 .1 дают возможность получить сле

дующие результаты. 
7 . 8 . Может быть построено нормальное исчисление Поста с одно-

буквенным данным исходным словом такое, что не будет возможен нор
мальный алгорифм над алфавитом этого исчисления, аннулирующий те 
и только те слова в этом алфавите, которые не выводимы в исчислении. 

7 . 9 . Т е о р е м а П о с т а . Может быть построено такое нормальное 
исчисление Поста с однобуквенным данным исходным словом, что соот
ветствующая проблема выводимости будет неразрешимой. 

Доказательства этих теорем, аналогичные доказательствам теорем 
6. 1 и 6 .2 , мы здесь опускаем. 

8. В теоремах 6.1 и 6. 2 утверждается возможность такого построе
ния обратимых исчислений Поста с однобуквенным данным исходным 
словом, что окажутся неразрешимыми некоторые связанные с этими 
исчислениями алгорифмические проблемы. При фактическом проведении 
указанных в доказательствах этих теорем построений алфавиты полу
чаемых исчислений оказываются очень обширными. Имея в виду полу
чить возможно более просто формулируемые неразрешимые алгорифми
ческие проблемы, мы займемся сейчас «переводом» полученных исчисле
ний в двухбуквенный алфавит. При этом мы позаботимся о сохранении 
однобуквенности исходного слова. 

Мы воспользуемся для этого видоизмененной операцией перевода 
слов, определенной в I. § 6 .4 . Роль В будет теперь играть одиобуквен-
ный алфавит {а}, роль у х , . . . , у*— отличные от а буквы алфавита 
исчисления, построенного согласно теореме 6 . 1 , роль ß— произвольная 
буква, отличная от а. Нашей целью является доказательство следую
щих теорем. 

8 . 1 . Может быть построено такое обратимое исчисление Поста 
в алфавите А 0 с исходным словом ,,а1', что не будет возможен нормаль
ный алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те слова в А 0, кото
рые не выводимы в исчислении. 

8 . 2 . Может быть построено такое обратимое исчисление Поста в 
алфавите А0 с исходным словом ,,а", что соответствующая проблема 
выводимости будет неразрешимой. 

Мы начинаем с доказательства следующей леммы. 
8 . 3 . Пусть В = {ос}; у , , . . . , yfc — буквы, отличные друг от друга 

и от а; ß — буква, отличная от а. Пусть алфавиты A u Б определены, 
как в I . § 6 . 4 , т. е. 

А = {а, ß}, 

Б = {а, Y J , . . . , у*}-

Пусть ф— обратимое исчисление Поста в алфавите Б с непосредствен
ными выводимостями 6 (1 ) , где ни одно из слов A-, Вх (l^i^.m) не 
содержит а. Определив и обозначив операцию перевода, как в I . § 6 . 4 , 
построим обратимое исчисление Поста ф0 в А с непосредственными 
выводимостями 

%0:[А?Р±Р[ВХ

1 (р —слово в А, 1 < г < ™ ) -
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Тогда для выводимости какого-нибудь слова R из слова Q в исчисле
нии ф необходимо и достаточно, чтобы перевод R был выводим в ф0 

из перевода Q. 
Доказательство леммы 8.3 будет опираться на ряд других лемм. 

Во всех этих леммах мы будем считать выполненными все условия 
леммы 8.3 . 

8 .4 . Если ф : < ? ! . # , то ф0 : [<?т _L [Д т. 
В самом деле, пусть ^:Q_\_R. Тогда, согласно определению непо

средственной выводимости в ф, имеет место одно из двух: либо для 
некоторого слова Р в Б и некоторого i (l^i^m) имеют место 
равенства 
(1) Q = A(P, 

(2 ) R = PB., 

либо для некоторого Р в Б и некоторого i (l^i^m) имеют место 
равенства 

Q=PBI, 

R = AtP. 

Допустим сначала, что имеет место первое. Тогда 

[ Q % = [ A l [ P t [ ( 1 ) , I . § 6 . 2 . 9 ] , 

№ = [ Р * [ В 1 [ ( 2 ) , I . § 6 . 2 . 9 ] , 

откуда следует, что ф0 : [QX_\_[RX-
Совершенно аналогично и во втором случае доказывается, что 

8 .5 . Если ф:С £ Я , то ф0:[<?х_и_[Д • 
Это следует из 8 .4 в силу 3 .4 . 
8 .6 . Если Q—слово в В и ф0

 : [(? т J _ ^ > т о может быть указано 
такое слово R в В, что [RX=S и ф: Q J__R-

В самом деле, пусть ф0

 : [(?x JL^> г Д е Q—слово в Б. Тогда имеет 
место одно из двух: либо для некоторого слова Г в А и некоторого / 
(1 <^ i ^ 7??,) имеют место равенства 

(3) W = [A)T, 

(4) S = T[B], 

либо для некоторого слова Г в А и некоторого i (l^i^m) имеют 
место равенства 

S = [ A 1 T . 

Рассмотрим первый случай. [Qx есть обобщенная цепь [ I . § 6 . 4 . 2 ] . 
Что же касается [А], то это есть цепь, так как Ai не содержит а 
[I. § 6 . 4 . 4 ] . Следовательно, Т есть обобщенная цепь [(3), I, § 5 . 3 . 8 ] . 
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Длины звеньев, входящих в обобщенную цепь [Qx меньше А + З, 
так как [Qz есть перевод Q [I. § 6 . 4 . 3 ] . Так как Т входит в [Qx 

[(3)] , длины 'звеньев, входящих в Г, тоже меньше А + З. Поэтому 
обобщенная цепь Т есть перевод некоторого слова Р в алфавите Б: 

(5) Т = [Р-' [I. § 6 . 4 . 3 ] . 

Имеем 

<6) [Q'- = [A,.PZ t<3), (5) , I . § 6 . 2 . 9 ] , 

(7) S = [PB1 [ (4) , (5) , I . § 6 . 2 . 9 ] , 

(8) Q = A<P [(6), I. § 6 . 2 . 5 ] . 

Определяя теперь слово R в Б равенством 

(9) R = PBit 

будем иметь [K = S [(9), (7)] *§:Q±R [ (8) , (9)] . 
Аналогичным образом строится искомое слово В во втором случае. 
8 .7 . Вели Q и Л — слова е Б, такие, что 5ß0 : [(? т _[[_ [Л*, то 

Пусть, в самом деле, Q и R — такие слова в Б, что ф 0 : [Q \\ \R . 
Тогда, согласно 3 .4 , может быть построен такой ряд слов Р 0 , Р п 

(п^О), что 

(Ю) P„=[Q\ 

( H ) Pn=[R\ 

(12) Ф о ^ м Х Л (0<i<n). 
Положим 

(13) Qo = Q. 
Будем иметь 

(14) Po=[Ql [(Ю), (13)] 

и при тг^> 0 

ф б : [ С о ± Л . [ (12) , (14) ] . 

Отсюда, согласно 8.6, следует существование такого слова в Б, 
что 

Pi=[Ql 

Продолжая действовать аналогичным образом, получаем ряд слов 
<?<>>-Qn в алфавите Б, удовлетворяющий условиям: 

(15) P, = [Q1 ( 0 < i < n ) , 

<16) K'-Qt-iLQt ( 0 < ï < n ) . 
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что и требовалось доказать. 
Лемма 8.3 непосредственно следует из лемм 8.5 и 8 .7 . 
Докажем теперь теорему 8. 1. 
Будем исходить из построенного согласно теореме 6 .1 обратимого 

исчисления Поста D с однобуквенным исходным словом ос. Пусть Б 
означает алфавит исчисления Q, ф— обратимое исчисление Поста в Б 
с теми же непосредственными выводимостями, но без фиксации исход
ного слова, ф, как и D, определяется непосредственными выводимо
стями 6(1) , где ни одно из слов А4, В{ ( 1 ^ г ^ т ) не содержит а. 
Обозначим через В алфавит {сс}, через у , , . . - , у* — буквы алфавита Б, 
отличные от сс; введем букву ß, отличную от сс, и положим А = { с с , ß}. 
Тогда будут выполнены все условия леммы 8.3 и, согласно этой лемме, 
может быть построено обратимое исчисление Поста ф0 в алфавите А, 
обладающее тем свойством, что ф: тогда и только тогда, когда 
Фо : [Q~ iL Здесь Q ж R означают произвольные слова в Б. Обозна
чим через G 0 обратимое исчисление Поста в А с исходным словом сс 
и с теми же непосредственными выводимостями, что ф0. 

Так как [ о с т = а [I. § 6 . 4 ( 1 ) ] , имеем ф:аЛ_.Д тогда и только 
тогда, когда ф0 : ос _]]_ 1^т* Это означает, что R тогда и только тогда 
выводимо в D-, когда [R~ выводимо в D 0 . 

Допустим теперь, что был бы возможен нормальный алгорифм 
над А, аннулирующий те и только те слова в А, которые не выводимы 
в D 0 . Пусть ф является таким алгорифмом. Построим нормальный 
алгорифм перевода X над Б такой, что 

(20) Х(Р) = [РХ 

для всякого слова P g Б [II. § 4 . 1 4 ( H ) ] , и построим алгорифм $ 
как нормальную композицию алгорифмов X и $ : 

(21) Ä = £ o 2 \ 

$ есть нормальный алгорифм над Б [(21), III . § 3 . 4 . 2 ] , причем 

« ( i > ) ~ $ ( £ ( i > ) ) (P — слово в Б) [(21), III . § 3 . 4 . 3 ] 

- £ ( [ i > T ) (P — слово в Б) [(20)]. 

Отсюда следует, что $ аннулирует те и только те слова в Б, переводы 
которых аннулирует ф, т. е. те, переводы которых не выводимы в О 0 . 
Эти слова совпадают со словами, не выводимыми в C L Таким образом, 
нормальный алгорифм $ над Б аннулирует те и только те слова в Б, 
которые не выводимы в исчислении C L Такой алгорифм, однако, 
невозможен, согласно построению исчисления C L Следовательно, невоз
можен и нормальный алгорифм ф над А, аннулирующий те и только 
те слова в А, которые не выводимы в D 0 . 

Имеем 

(17) [Ql = [RT [(15), (11)], 

(18) Qn=R [(17), I. § 6 . 2 . 5 ] , 

(19) $:Q±R [(13), (18) , (16) , 3 . 4 ] , 
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Остается теперь перейти от двухбуквеняого алфавита А к двух-
буквенному алфавиту А 0, заменяя всюду в определяющих непосред
ственных выводимостях исчисления О 0 буквы а и ß соответственно 
буквами а и 6 и исходное слово ос исходным словом а. Это дает иско
мое обратимое исчисление Поста в А 0 с исходным словом а, обладаю
щее требуемым свойством. 

Теорема 8 .2 может быть доказана аналогично с помощью 6 .2 или 
получена как следствие из 8 . 1 . 

Заметим, что таким путем не удается получить аналогичные резуль
таты для нормальных исчислений Поста и самый вопрос о возможности 
«перевода» теорем 7 . 8 и 7 . 9 в двухбуквенный алфавит при сохранении 
однобуквенности исходного слова остается пока открытым. 

1. Будем рассматривать слова в алфавите А 2 [I. § 2 . 6 ] . Построим 
исчисление, имеющее дело с этими словами, в котором допустимыми 
действиями являются следующие два: переход от произвольного слова 
вида 

обратное действие, т. е. переход от произвольного слова вида (2), где 
Q, R ж Т — слова в А 0, Р и S — слова в А 1 ? к слову (1). Это исчисле
ние будем обозначать через (£0.* 

Определим выводимость и непосредственную выводимость в исчисле
нии ß 0 в точности так же, как эти понятия определяются для обрати
мых исчислений Поста [§ 4 . 3 ] . Будем пользоваться прежними обозна
чениями: 

будет означать, что Q непосредственно выводимо из Р в (£0. Очевидно, 
что для этих понятий справедливы теоремы § 4 . 3 . 1 — 3 . 6 , в которых 
надо лишь заменить ф на 6 0 и А на А 9. Так измененные теоремы 
§ 4 . 3 . 1 — 3 . 6 мы будем обозначать соответственно § 5 . 1 . 1 — 1 . 6 . 

Аналогично характеризации обратимого исчисления Поста полови
ной общего числа типов его непосредственных выводимостеи [§ 4 .3] 
можно охарактеризовать 6 0 как обратимое исчисление в А 2 с непосред
ственными выводимостями типа 

§ 5. Исчисление 6 0 

(1) PdQcRdSeQT, 

где Q, R и Т— слова в А 0, Р и S— слова в А р к слову 

(2) PdQcRdSeTR; 

(4) S 0 : PdQcRdSeQT ^PdQcRdSeTR 

(Q, R и T — слова в A 0 , P и S — слова в A J , 

Исчисление g 0 впервые рассмотрено в заметке [ 5 ] . 



260 Глава VI. Неразрешимость некоторых массовых проблем 

поскольку наличие обратных непосредственных выводимостеи вытекает 
из «обратимости» исчисления, т. е. из свойства, выражаемого утвер
ждением 1.5. 

В связи с исчислением (£0 естественно поставить проблему выводи
мости в этом исчислении, точно формулируемую следующим образом: 
построить нормальный алгорифм над алфавитом А 2 U {*}, применимый 
ко всякому слову вида P*Q, где Р и Q—слова в А 2, и аннулирую
щий те и только те слова этого вида, для которых имеет место (3) 
Мы увидим скоро, что эта проблема неразрешима: искомый нормаль
ный алгорифм невозможен. Таким образом, @ 0 является конкретным 
и сравнительно простым примером исчисления с неразрешимой пробле
мой выводимости. В дальнейшем будет, однако, использоваться не сам 
этот результат, а некоторое его уточнение, к формулировке которого 
мы сейчас перейдем. 

2 . Условимся говорить о слове W в алфавите А 2 , что оно есть 
слово нулевого разряда, если оно удовлетворяет следующим пяти 
условиям. 

Р. 1. е входит в W один и только один раз. 
Р. 2 . Всякое вхождение буквы с или d в W предшествует вхожде

нию е в W. 
Р.З. Всякому вхождению буквы с в W предшествует вхождение 

буквы d в W. 
Р. 4 . За всяким вхождением буквы с в W следует вхождение 

буквы d в W. 
Р. 5 . Между любыми двумя вхождениями буквы с в W имеется 

хотя" бы одно вхождение буквы d в W. 
Согласно Р. 1, всякое слово нулевого разряда представляется в виде 

UeV, где U и V не содержат е. Такое представление слова нулевого 
разряда, очевидно, единственно. Мы докажем следующую теорему. 

2 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над А2, аннулирующий те 
и только те слова нулевого разряда UeV, для которых выводимость 

не имеет места. 
Для доказательства рассмотрим произвольное обратимое исчисление 

Поста ф в алфавите А0 с непосредственными выводимостями 

где К{, Ь{ — определенные слова в А 0, Р — произвольное слово в А( 

Составим по исчислению ф слово 

которое будем называть изображением исчисления ф. Изображение 
всякого обратимого исчисления Поста в А 0 есть, очевидно, слово в А 3 , 
и всякое такое исчисление вполне определяется своим изображением. 
Условимся обозначать через фи изображение исчисления Поста ф. 

Докажем следующую лемму. 
2 . 2 . Если ф—обратимое исчисление Поста в А0 и 

(i) g 0 : Uea±UeV 

(2 ) К < Р ] _ Р Ц ( l < i < s ) , 

dK1 cL2 dK2cLt... dKacL 4d, 

(3) 
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то 
(4) 6 0 : ф и е 7 J _ $ W . 

В самом деле, пусть исчисление ф определяется непосредственными 
выводимостями (2). Тогда, по определению изображения, 

(5) фи = dKxcLx... dKscLäd. 

Допустим, что имеет место ( 3 ) , и покажем, что тогда имеет ме
сто ( 4 ) . 

В силу ( 3 ) , имеем одно из двух: или 

<6) V=KjT, 

(7) W = TLj 

для некоторого слова Г в А, и некоторого / ( l ^ / ' ^ s ) , или 

V — TLj, 

W = KjT 
для некоторого Т в А 0 и некоторого / Рассмотрим первый 
случай. 

Положим 

(8) P = dK^...dK^cLj^, 

(9) Q = K,, 

(10) R = Lj, 

( 11 ) S = KJ+1cLJ+1d...KtcL,d. 

Тогда Q, R и T суть слова в А 0 , а Р и S — слова в А,. Поэтому 
имеет место непосредственная выводимость 1 ( 4 ) . При этом 

PdQcRdSeQT =dK1cL1.. .dK^cL^dK^LjdKj^cL^.. .KacLsdeKéT 

[(8)—(11)] 

= y?eV [ (5) , ( 6 ) ] , 

PdQ cRdSeTR = dK^... dK/^cL^dKjcLjdKj^cL^... KtcL,deTLj 

[(8)—(11)] 

= V*W [ (5) , ( 7 ) ] . 

Таким образом, ® 0 : $*eV J _ S ß W . 
Совершенно аналогично усматривается непосредственная выводи

мость . ( 4 ) во втором случае. 
2 . 3 . Пусть £р—обратимое исчисление Поста в А 0, V — слово в А 0 . 

Если 

(12) Ш0:феУ±Х, 
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то может быть указано такое слово W в А 0, что 

(13) $:V±_W, 

(14) X = y?eW. 

В самом деле, пусть опять ф определяется непосредственными 
выводимостями (2) так, что имеет место (5). Пусть имеем (12). Тогда, 
по определению непосредственной выводимости в К0, имеем одно из 
двух: или 

(15) фие7 = PdQcRdSeQ Т, 

(16) X = PdQcRdSeTR 

для некоторых слов Q, Г , R в А 0 и некоторых слов P, S в А ] ( или 

*FeV = PdQcRdSeTR, 

X = PdQcRdSeQT 
для некоторых слов Q, Т, R в А 0 и некоторых слов P, S в А г 

В первом случае положим 
(17) W=TR. 
W есть тогда слово в А0. Принимая во внимание, что е не входит 
ни в одно из слов F , Ç, Т, имеем далее 

(18) $* = PdQcRdS [(15)1, 

(19) V = QT [(15)]. 
Согласно (18), PdQ*c*RdS есть вхождение буквы с в фи, а, согласно 
(5), всякое вхождение с в фи имеет вид 

аКгсЬг... dKj^jCLj^dKj* с * LjdK^cL^d... K$cL8d (1 <J / ^ s). 

Следовательно, при некотором / ( 1 ^ / ^ s ) 

PdÇ =dK1cL1.. .dKj^cLj^dKj, 

RdS = LjdKj+1 cLj+1d... KacLsd. 

Принимая во внимание, что ни одно из слов Ç, i î , iTy, Z,y не содер
жит d, заключаем отсюда, что имеют место равенства (9) и (10). Но 
из (9) и (19) следует (6), а из (10) и (17) следует (7) . Таким образом, 
имеем (6) и (7), где Т — слово в А0. Следовательно, имеем (13). Нако
нец, из (16), (18) и (17) следует (14). 

Мы доказали, таким образом, что в первом случае, действительно, 
имеется слово W в А 0, удовлетворяющее условиям (13) и (14). Ана
логичным образом может быть указано такое слово во втором случае. 

2 .4 . Если ф — обратимое исчисление Поста в А 0, то выводимость 

(20) $:V±W 

тогда и только тогда имеет место для слов V и W в А 0, когда 

(21) Qi0:^eV ±WeW. 
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В самом деле, пусть выводимость (20) имеет место. Тогда, согласно 
§ 4 . 3 . 4 , 2 .2 и 1.4, имеет место (21). 

Допустим теперь, что имеет место выводимость (21). Тогда, согласно 
1.4, может быть указан такой ряд слов Х0, Хп (п^О) в алфа
вите А 2 , что 

(22) X0 = $«eV, 

(23) I f t = $ W , 

(24) « 0 : *<- iJ-*< ( 0 < î < * ) -

Положим 

(25) V0 = V. 

Тогда 

(26) X0 = $*eV0 [ (22) , (25)] 

и при п^>0 имеем 

V r ^ o J L * ! [ (24) , (26) ] , 
откуда, согласно 2 .3 , следует наличие слова V2 в алфавите А 0 такого, 
что 

X^^eV,. 

Рассуждая аналогично дальше, убеждаемся в наличии ряда слов 
V 0 , V n в алфавите А 0 такого, что 

(27) $ : ^ - i _ L F , (0 < » < » ) . 

(28) Xt=<peV, ( 0 < г < л ) . 

Имеем 

(29) Xn = y?eVn [(28)], 

(30) Va = W [(29), (23), I . § 3 . 9 . 3 ] . 

В силу (25), (30) и (27), имеем (20), что и требовалось доказать. 
Докажем теперь теорему 2 . 1 . 
Построим обратимое исчисление Поста D 0 в А 0 с исходным словом а 

согласно теореме § 4 . 8 . 1 таким образом, чтобы не был возможен нор
мальный алгорифм над А 0, аннулирующий те и только те слова в А 0, 
которые не выводимы в & 0 . Пусть ф 0 означает обратимое исчисление 
Поста в А 0 с теми же непосредственными выводимостями, что О 0 , но без 
фиксации исходного слова. Выводимость в D 0 равносильна выводимости 
из а в ф0 и, значит, невыводимость в & 0 равносильна невыводимости 
из а в ф0. 

Допустим теперь (вопреки доказываемому), что ф есть нормальный 
алгорифм над А 2, аннулирующий те и только те слова нулевого раз
ряда UeV, для которых выводимость (1) не имеет места. Построим 
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нормальный алгорифм 5t ^ и [II. § 4 . 2 ] , перерабатывающий всякое 
А 2, ?PÖ е 

слово V в А 0 в слово ф^ eV: 

(31) а А (V) = y%eV (F —слово в А 0). 

Построим алгорифм $ как нормальную композицию алгорифмов 

(32) Ä ^ o * ^ . 

5Ï есть нормальный алгорифм над А 0 [(32), III. § 3 . 4 . 2 ] и 

!t(V)~$(q%eV) (F —слово в А 0) [(32), III. § 3 . 4 . 3 , (31)]. 

Поэтому R аннулирует те и только те слова V в А 0, для которых 

Нетрудно видеть, что для всякого слова V в А 0 слово ф^eV удовле
творяет условиям Р . 1—Р. 5, т. е. является словом нулевого разряда. 
Согласно предположению, ф аннулирует это слово тогда и только тогда, 
когда выводимость 

(33) V 4 * > X $ ? « r 
не имеет места. Выводимость же эта имеет место тогда и только тогда, 
когда ф 0:а_||_7 [2.4] и, значит, не имеет места тогда и только тогда, 
когда слово V не выводимо из а в ф0. 

Таким образом, нормальный алгорифм $ над А 0 аннулирует те и 
только те слова в А 0, которые не выводимы из а в ф0, т. е. которые 
не выводимы в Ct0. Такой алгорифм, однако, невозможен, согласно 
построению исчисления D 0 . Наше предположение об алгорифме ф при
вело нас к противоречию. Следовательно, невозможен нормальный 
алгорифм над А2, аннулирующий те и только те слова нулевого раз
ряда UeV, для которых выводимость (1) не имеет места, что и требо
валось доказать. 

3. Из теоремы 2.1 легко заключить о неразрешимости проблемы 
выводимости в исчислении 6 0 [1]. Мы не будем здесь, однако, 
приводить подробного доказательства соответствующей теоремы невоз
можности, предоставляя это читателю. 

4. Из доказательства теоремы 2. 1 очевидно, что она допускает 
следующее уточнение. 

4 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 0, аннули
рующий те и только те слова V в А 0, для которых выводимость 2 (33) 
не имеет места. 

Далее отсюда легко получается следующий результат. 
4 . 2 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 2, аннули

рующий те и только те слова в А 0, которые не выводимы в (£0 из слова 

$ > . 
5. Докажем еще некоторые леммы, касающиеся исчисления 6 0 и при

меняемые ниже. 
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5 . 1 . Если Ê 0 : X _j_Y, то буква е входит по одному разу в слова X 
и Y и левые крылья единственных вхождений буквы е в эти слова совпа
дают. 

Это следует из определения непосредственной выводимости в <£0. 
5 . 2 . Если GiQ: X_W_Y, то либо X = 7 , либо буква е входит по одному 

разу в слова X и У и левые крылья единственных вхождений буквы е 
в эти слова совпадают. 

Это следует из 1.4 и 5 . 1 . 

§ 6. Ассоциативное исчисление 6^ 
1. Мы построим сейчас ассоциативное исчисление с неразрешимой 

проблемой эквивалентности, определяемое фактически выписанной и не 
очень длинной системой соотношений. 

Будем пользоваться алфавитом А 0 [I . § 2 . 6 ] , состоящим из 13 букв. 
Будем называть: 

букву i двойником 1-го рода буквы а, 
/ 
к 

I 

« 
2-го 

Ь, 
а, 
Ъ. 

Для букв алфавита А 0 мы определили, таким образом, двойники 
1-го и 2-го рода, являющиеся буквами алфавита А 8. Условимся обозна
чать символом £ двойника 1-го рода буквы £, символом £ — двойника 
2-го рода буквы £. 

Двойники 1-го рода букв алфавита А 0 образуют алфавит {г, / } , 
который мы условимся обозначать символом А 0; двойники 2-го рода 
букв алфавита А 0 образуют алфавит {к, / } , который мы условимся 
обозначать символом А 0: 

Â O = { Ï , / } , 

А 0 = { к , I). 

Обозначим еще через А 4 алфавит А 0 U А 0 U {/} • 

Определим теперь ассоциативное исчисление Ê 1 * в алфавите А 3 

следующей сокращенно записанной системой соотношений: 

О) 

df + 

fd + 

he <-

le 

• Ьп 

•Vi 

•gl 
-dh 

•id 

( 5 € A 0 ) 

* Исчисление £ x впервые рассмотрено в заметке [ 5]. Его определяющая с и с т е м а 
соотношений обозначена там через С 5 . 
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Первая строка охватывает здесь 20 соотношений, каждая из следую
щих пяти — по два, а остальные три — по одному. Таким образом, наша 
система состоит из 33 соотношений. 

Об исчислении мы и докажем, что для него неразрешима проб
лема эквивалентности. 

2. Введем прежде всего некоторые термины и обозначения. 
Условимся называть двойником 1-го (2-го) рода слова Q в алфавите 

А 0 слово, получаемое из Q заменой каждой буквы ее двойником 1-го 
(2-го) рода. Двойника 1-го рода слова Q будем обозначать символом 

[<?-; 
двойника 2-го рода слова Q — символом 

Двойник 1-го рода слова в алфавите А 0 есть слово в алфавите А 0; 
двойник 2-го рода слова в А 0 есть слово в А 0. Очевидно, что 

(1) [Л4 = Л, 

(2) k"=i 
(3) [<>ДЛ = [<?*[ Д л (Q и Д —слова в А 0), 

(4) [ [<Г Л = [[<?Л~ (<? -слово в А0) [I. § 3 . 1 2 ] , 

где «А» может означать как «—», так и « ^ » . 
Условимся далее обозначать ссылки на строки системы 1 (1) номе

рами этих строк, написанными в виде индексов при знаке «J_». На
пример 

6 Х : PdfQcRdSeQTm±1 PdhQcRdSeQTm 

означает ниже, что смежность 

<&г : PdfQcRdSeQTm ±_PdhQcRdSeQTm 
имеет место в силу 7-й строки системы 1 (1 ) . 

Докажем ряд лемм методом индукции [1.§ 3 . 8 ] . 
2 . 1 . Если U — слово в Aj, Т ] £ А 4 , то 

(5) G ^ f f J L f f r . 

При С / = - ~ А эквивалентность (5) имеет место [§ 1 .6 .3] . Допустим, 
что она имеет место для некоторого слова U в А 0 и некоторой буквы г\ 
алфавита А 4 . Покажем, что тогда 

для всякой буквы £ алфавита А Г 

В самом деле, имеем тогда 

похрипи 
J № [(5), § 1 . 6 . 6 ] . 
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Тем самым лемма доказана. 
2 .2 . Если Q —слово в А 0 , U — слово в A l f mo 

(6) «^[ç-^x^tç-
П р и С = А эквивалентность (6) имеет место [(1), § 1 .6 .3 ] . Допустим, 

что она имеет место для некоторого слова Q в А 0 и некоторого слова U 
в Aj. Тогда для всякой буквы £ алфавита А 0 имеем 

bi-[Qt-V=[Q-%U [(3), (2)] 

Jl_[ç-0T [ 2 . 1 , § 1 .6 .6J 

Х # [ С - С Кб). § 1 - 6 - 6 ] 

= ff[Çr [(2), ( 3 ) ] , 

откуда : £/" JL £/" что и оставалось доказать. 
2 .3 . Если £ £ А 0 к F — слово в А 2, то 

(7) g^fFJLFf . 
При F = A эквивалентность (7) имеет место [§ 1 .6 .3 ] . Допустим, 

что она имеет место для некоторого слова V в А 2 и некоторой буквы ç 
алфавита А 0 . Тогда для всякой буквы <р алфавита А 2 имеем 

если 9=7^=е и 

если <р = е. В обоих случаях 

iL 1 ( 7 ) , § 1 - 6 . 6 J , 

откуда • <̂pF JL <pF ,̂ что и оставалось доказать. 
2 . 4 . J Ï M B R —слово в А 0, V —слою в А 2, то <£х : [J? ' 4 F J J _ F | 7 Г \ 
Это доказывается с помощью 2 .3 аналогично тому, как лемма 2 . 2 

доказывалась с помощью 2 . 1 . 
2 . 5 . Если Q — слово в А0, то 

(8 ) ( F ^ e Ç J L t Ç - e . 
При Q — A эквивалентность (8) имеет место [(1), § 1 . 6 . 3 ] . Допустим, 

что она имеет место для некоторого слова Q в А 0. Тогда для всякой 
буквы % алфавита А,, 

« i : *Q UßQ 

ÄÄ[Q-e [ (8) , § 1 .6 .6 ] 

= [ £ Ç - « [ (2) , ( 3 ) ] , 

откуда S ] : e?Q J J _ [^Q~~ ef что и оставалось доказать. 
17 А. А. Марков 
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2.6 . Если R— слово в А 0, то 

(9) 6 1 : Д т _ | ] _ [ [ Д л ~ т . 

При R = A эквивалентность (9) имеет место [(1), I. § 3 . 1 2 ( 1 ) , 
§ 1 .6 .3 ] . Допустим, что она имеет место для некоторого слова R в А„. 
Тогда для всякой буквы £ алфавита А 0 

^-.R^m^Rtm 

J|_fi?m 12.3, § 1 .6 .4 , § 1 .6 .6] 

JLf[[/r~m [(9), § 1 .6 .6] 

= [[r~[[Ä~™ [(2), I. § 3 .12(2) ] 

= {[R~[ï-~m [1. § 3 . 1 2 ( 4 ) ] 

= [[ЯГ~т [ ( 3 ) ] , 

откуда <£, : jRÇm J L f Ä ^ ^ m , что и оставалось доказать. 
2.7 . Если Q—слово в А0, то 

(10) Œ ^ Ç A I A Ç I Ç -

При Q = A эквивалентность (10) имеет место [(1), § 1 . 6 . 3 ] . 
Допустим, что она имеет место для некоторого слова Q в А 0. Тогда 
для всякой буквы £ алфавита А 0 

А.Щ10~Ш~ t(io), § 1 .6 .6 , (2)] 

±hQUQ~[V [2 .2 , § 1 . 6 . 6 ] 

= hQUQr [ (3)] , 

откуда 6 , : Qtyi J _ A Ç Ç [ Ç Ç ~ » ч т 0 и оставалось доказать. 
2 .8 . 2?сла Л — слово в А 0, т о 

(11) 6 1 : ? Д _ у _ А ^ [ [ Л ^ . 

При Д = А эквивалентность (11) имеет место [ (1) , I. § 3 . 1 2 ( 1 ) , 
§ 1 .6 .3 ] . Допустим, что она имеет место для некоторого слова R в А„. 
Тогда для всякой буквы £ алфавита А 0 

JL&Hf [2 .3 , § 1.6.61 

1 С Я г [ [ Д ~ [ [ Г ~ [ ( H ) , § 1 .6 .6 , (2) , 1. § 3 .12(2) ] 

= £ Й * [ [ Г [ Л ~ [I. § 3 .12 (4 ) ] 

= е*&[[5Д~ [(3)], 

откуда : ̂ Ç J ? _ [ ] _ l R g [ ч т о и оставалось доказать. 
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2 . 9 . Если <l0:V±W, .то G, : fVm±fWm. 
В самом деле, пусть <£0 : F j_W. Тогда имеет место одно из двух: 

или 
V = PdQcRdSeQT, 
W = PdQcRdSeTR 

для некоторых слов Q, Т, R в А 0 и некоторых слов P, S в А,, или 
то же самое с переменой ролей V и W [§ 5 .1 ] . Имеем 

в , : fPdQcRdSeQTmjLPdfQcRdSeQTm [ 2 . 1 , § 1 .6 .6] 

±PdhQcRdS[Q~eTm [2 .5 , § 1 .6 .6] 
J|_A2AÇ [Q'cRdSeTm, [2 .2 , § 1 .6 .4 , § i . 6 . 6 ] 
±PdQkeRdSeTm [2 .7 , § 1 .6 .4 , § 1.6.61 

J _ 9 PdQcgRdSeTm 

±PdQcRg[[R~dSeTm [ 2 . 8 , § 1 .6 .6J 
±PdQcRgdSeT[[R~m [ (4) , 2 . 4 , § 1 . 6 . 6 ] 
±PdQcRgdSeTRm [2 .6 , § 1 .6 .4 , § 1 .6 .6] 
±8PdQcRfdSeTRm 
JLfPdQcRdSeTRm [ 2 . 1 , § 1 .6 .4 , § 1 . 6 . 6 ] | , 

откуда : fVm |[ /ТУлг в первом случае и S, : || jVm во втором. 
В силу § 1 .6 .4 , имеем в обоих случаях 6 , : fVm \\ fWm, что и требо
валось доказать. 

2. id.'Если d0:V±W, mo (L, : fVm J_fWm. 
Это следует из § 5 . 1 . 4 , 2 . 9 и § 1 .6 .5 . 
3. Условимся обозначать символом 

[<?' 

проекцию слова Q на алфавит А 0 [ I I . § 4 . 1 4 ] , т. е. слово, получаемое 
из Q в результате выбрасывания букв, отличных от i и / ; символом 

[<?р 

проекцию слова Ç на алфавит А 0, т. е. слово, получаемое из Q в резуль
тате выбрасывания букв, отличных от к и Z; символом 

проекцию Q на алфавит Aj, т. е. слово, получаемое из Q в результате 
выбрасывания букв, отличных от a, è, с и d\ символом 

[Q° 
результат замены в Q буквами а и Ъ двойников этих букв: 

/ | \ r f\v n а, 6, с, d, е, /, д, Л, *, у. Тс, lt Л»Л i 

* ' ^ о, 6, с, d, «, / , й, а, Ь, а, 6, m V 

17» 
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Следующие равенства непосредственно вытекают из определений 

(2) [x

l = f X (x€Äo) _ 

(3), [x'=iX ( x € ^ o ) ~ 
Л U ( x € A 3 \ A 0 ) , 

U ( x € A 3 \ A , ) , 

(5) [ ? = Ç (S€A 0 ) , 

(6) [ £ = £ (Ç6 A,). 

Для любых слов Q и Л в А 3 имеем 

(7) [<?Л 4 = [ < ? Л [ ^ -

где «А» может означать любую из четырех букв t, р, со, а [II. § 4.14 (1)J -
Докажем, что для любой буквы £ алфавита А, и любой буквы 73 

алфавита А4 имеет место равенство 

(8) [tf^bt, 
где «А» означает любую из букв t, р, о. 

В самом деле, 

(9) [С = Л (С6А,) f (2) j , 

(Ю) К Р = Л (Ç6AJ [(3)] , 

(11) К" = Л (т ,€А 4 ) [(4)1. 

Поэтому при £ 6 А 3 , 7)ÇA4 имеем 

[ & > ' = [ № [(7)1 

= К [(9)] 

= К1С [(9)] 

= hC [ (7 ) ] . 

Аналогичным образом с помощью (10) и (11) усматриваем, что 

Равенство (8) тем самым доказано. Аналогичным образом усматри
в а е м , что 

(12) = №•*>• У ß g A I ( » g АЛ. 
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3 . 1 . Если &3 : Q J _ 7 i î , то [QA=[R^, где «А» означает ь, р, о> или 
{с, at, е} 

В самом деле, пусть (£х : Q JL7 Д. Тогда имеются слова *У и Г в А 3 

такие, что либо имеют место равенства 

(13) с = д а , 

(14) R = Sr£T, 

где £ € А 1 ? ч € А 4 , либо имеют место равенства 

Q = Sr£T, 

R=StùT, 

где ÇgA,, -n gA 4 . 

Обозначая через «Л» t, р, ы или { с , d, е ) , имеем в первом случае 

[<2Д = [£ А [£ , 4 [Г Л [ ( 1 3 ) , ( 7 ) , I I . § 4 . 1 4 ( 1 0 ) ] 

= [(8), (12) ] 

= [RA [ ( 7 ) , I I . § 4 . 1 4 ( 1 0 ) , ( 1 4 ) ] . 
Во втором случае дело обстоит аналогичным образом. 

4. Условимся называть буквы / , g, h оперативными буквами. 
Обозначим через А 5 алфавит А 0 U А 0 IJ А 0: 

А 5 = А 0 U Â 0 U А 0 

= {а, 6, i, /, k, I). 
Условимся говорить о слове W в алфавите А 3, что оно есть слово 

первого разряда, если оно удовлетворяет условиям Р . 1—Р. 5 [§ 5 . 2 } 
и следующим условиям. 

Р. 6 . Всякое вхождение буквы /, g, h, i или j в W предшествует 
вхождению буквы е. 

Р. 7. Имеется одно и только одно вхождение оперативной буквы 
в W. 

Р. 8. Всякое вхождение буквы i, j \ к или I в W следует за вхожде
нием оперативной буквы. 

Р . 9. Если h входит в W, то в W входит слово вида dVh, где V — 
слово в Ап; 

Р. 10. Если g входит в W, то в W входит слово вида gUd, где U — 
слово в А-; 

Р. 11. W оканчивается буквой m и содержит только одно вхожде
ние этой буквы. 

Согласно Р . 7, слова 1-го разряда распадаются на следующие три 
класса: 

f-слова, т. е. слова 1-го разряда, содержащие одно вхождение / и не 
содержащие g ж h; 

g-слова, т. е. слова 1-го разряда, содержащие одно вхождение g и не 
содержащие f ж h: 

h-слова, т. е. слова 1-го разряда, содержащие одно вхождение h и не 
содержащие f ж g. 
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Справедливость следующих трех лемм легко усматривается из опре
делений. 

4. 1. Всякое f-слово имеет вид PfQeRm и представляется в этом 
виде единственным образом, 

4 .2 . Всякое h-слово имеет вид PdVhQeRm (V — слово в А0) и пред
ставляется в этом виде единственным образом. 

4 .3 . Всякое g-слово имеет вид PgUdQeRm (U — слово в А5) и пред
ставляется в этом виде единственным образом. 

4 . 4 . Если PfQeRm есть f-слово, то Р — слово в А„ Q— слово 
— уЧ /V. 

б A J U А 0 (J А 0 и R — слово в A 0 U А 0. 
В самом деле, Р не может содержать букву е в силу Р . 1 ; буквы 

/> g, h—в силу Р.7; буквы г,/ , k, I—в силу Р.8 и букву m—в силу Р. 11. 
Q не может содержать букву е. в силу Р. 1; буквы /, g, h — в силу Р. 7 
и букву m — в силу Р. 11. Наконец, R не может содержать букву е 
в силу Р . 1 ; буквы с и d — в силу Р. 2; буквы /, g, h, г, / — в силу Р. 6 
и букву m — в силу Р. 11. 

Аналогично доказываются следующие две леммы. 
А.5. Если'PdVhQeRm есть h-слово, то Р — слово в Аг, Q — слово 

/ Ч • Ч 

б Aj U А 0 U А 0 и R — слово в А0 U А 0. 
4 . 6 . Если PgUdQeRm есть g-слово, то Р — слово в Aïf Q — слово 

• Ч / Ч 

в А7 U А0 U А 0 и R — слово в А 0 U А 0. 
Из сравнения определений слов нулевого и 1-го разрядов легко 

усматривается справедливость леммы 
4 .7 . Если W — слово нулевого разряда, то fWm есть слово 1-го раз

ряда. 
5. Определим теперь понятие «образа» слова 1-го разряда. 
Образом /-слова PfQeRm будем называть слово P[Qwe[[Q"[Rw[[[QR9^. 
Образом /г-слова PdVhQeRm, где V—слово в А 0, будем называть 

слово PdV[QweV[[Q"{R"[[[QR^°. 
Образом g-слова PgUdQeRm, где U — слово в А 5, будем называть 

слово P[UdQ"e[lUQ*[ВТ[[[UQR^[U™. 
Ввиду 4.1—4.3 это определение образа слова 1-го разряда одно

значно: всякое слово 1-го разряда имеет один и только один образ. 
Образ слова 1-го разряда W будем обозначать символом 

[W~. 
Имеем по определению 
5 . 1 . Если W — слово 1-го разряда и W = PfQeRm, то 

[W~ = P [Q"e [[Q17 [ Д Ш [[[QR^. 
5.2 . Если W—слово 1-го разряда и W = PdVhQeRm, где V — слово 

в А 0, то 
[ W ~ = PdV [Q^eV [ [С 1 а [Я ш [ [ [QR 9 ~°. 

5 .3 . Если W — слово 1-го разряда и W — PgUdQeRm, где U — слово 
в А-, то 

[W~ = P[UdQii>e [[UQ" [ Д Ш [[[UQR^9 [ E T . 

Докажем теперь ряд лемм, касающихся применения к словам 1-го раз
ряда допустимых действий исчисления S 2 . 
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5. 4. Если X — слово 1-го разряда и &г : X У, то Y — слово 
1-го разряда и [Х~~ = [У 

В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и d1: X J__Î Y. Тогда Y 
получается из X в результате подстановки слова т£ вместо некоторого 
вхождения слова где Ç£A 1 и тзСА4, или в результате обратного 
действия. Иначе говоря, У получается из X в результате перестановки 
двух соседних букв, из которых одна принадлежит А3, а другая А 4 . 

Такая перестановка не влияет на количество вхождений букв. По
этому У, как и J?", удовлетворяет условиям Р. 1 и Р.7. 

Имеем далее [ х ( с А е > = [ У ^ > [3 .1] , т. е. порядок следования букв 
с, d, е в словах X и Y один и тот же. Поэтому У, как и X, удовле
творяет условиям Р. 2—Р. 5, касающимся только этого порядка. Легко 
усматриваем, что У удовлетворяет условиям Р. 6, Р. 8 и Р. 11. Таким 
образом, У удовлетворяет условиям Р.1—Р. 8 и Р. И. 

Если теперь У не содержит ни /г, ни g, то У есть слово 1-го разряда, 
так как оставшиеся два условия относятся к случаям, когда одна 
из этих букв входит в У. У есть поэтому /-слово. Рассмотрим сначала 
этот случай и покажем, что тогда [ Х ~ " = [ У ~ . 

Так как буквы g и h не входят в У, они не входят и в X. 
Поэтому слово 1-го разряда X есть /-слово. Следовательно, 

(1) X = PfQeRm 

для некоторого слова Р в А 3, некоторого слова Q в Аг U А 0 (J А 0 

и некоторого слова R в А 0 U А 0 [ 4 . 1 , 4 . 4 ] . 
Допустим теперь для определенности, что У получается из X 

в результате подстановки слова т£ вместо некоторого вхождения слова 
%Я (ÇÇAj, т)£А 4 ) . Это допущение, очевидно, не ограничивает общности 
рассуждений, так как /-слова X и У можно поменять ролями. Рас
смотрим порознь два случая: 7 5 ^ = / и т} = /. 

а. 7 )т^ / . В этом случае ни одна из букв / , е, m не входит в слово £г,. 
Принимая во внимание, что 

X = PfQeRmS1 

где S — A [ ( 1 ) ] , заключаем поэтому согласно I. § 4 . 5 . 6 , что У имеет 
один из видов 
(2) PJQeRm, 
( 3 ) . PfQeRm, 
(4) PfQeR.m, 
(5) PfQeRmSlf 

где Рг, <9j, Rv 6^ суть соответственно результаты подстановки слова 7.Ç 
вместо вхождения слова (?) в P, Q, i ï , А. Но слово Çrj не входит в А 
и не входит также в слово Р в алфавите А г , так как тП € А г . Поэтому 
виды (2) и (5) невозможны. Таким образом, имеем либо 
(6) Y=PfQleRm, 

где Qx таково, что 

(7) 
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либо 

(8) Y=PjQeRJmr 

где Rj таково, что 

(9) е ^ Д Л л Л х . 

Допустим сперва, что имеют место равенство (6) и смежность (7). 
Тогда (6) дает для /-слова У представление типа, рассмотренного 
в леммах 4.1 и 4. 4. Поэтому 

(10) [Y~ = P\QTe[[Q?[RT [[[QiR^° [5.1], 

тогда как 

(11) [X~ = P[Q~e[[Q"[ir[KQ.fir' [(1), 5.1]. 
Здесь 

(12) Е<?Ш=[<?Г 1(7), 3.1], 

(13) [<?' = [<?; [(7), 3.1] , 

(14) W = [Q\ 1(7), 3.1], 

[QR? = [Q>[R* [3(7)] 

= ВДДР 1(14)1 

(15) 13(7)1-

В силу (10)—(13) и (15), имеем 

(16) [Х~ = [У~. 

Допустим теперь, что имеют место равенство (8) и смежность (9 ) . 
Тогда 

(17) [ У ~ = Р [ ^ 4 [ Г В Д [ < ? Я Г Ив). 5.1], 

в то время как для \Х~ имеем попрежиему равенство (11). При этом 

(18) [Я°=[1% [(9), 3.1], 

(19) [ÄP = [Ä; [(9), 3.1], 
[СВ? = [С'[1Р [3(7)] 

= №Щ [(19)1 

<20) = [ С Щ [3(7)]. 

В силу (11), (17), (18) и (20), имеет место равенство (16). 
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Таким образом, это равенство соблюдается в случае а. 
б. г) —f. В этом случае У есть результат подстановки слова /£ вместо 

вхождения слова в X. Принимая во внимание, что оперативная? 
буква / входит в X единственный раз, заключаем из равенства (1) , 
что для некоторого слова Рг имеют место равенства 

(21) Р=Р£ 

X = P1KfQeRm, 

Y=PxftQeRm 

(22) =PJQieRm, 

где 

(23) Q^IQ. 

Имеем здесь 

(24) [Y-=P1[Q;e[[Q-[Ra[[[Q1R^ [(22), 5 . 1 ] , 

тогда как для [X имеем попрежнему равенство (11). При этом 

Р [ С ш = Р 1 [ Г [ < ? Ш [(21), 3 ( 4 ) ] 

(25) =РЖ [ 3 (7 ) , (23)] , 

[<?1 = К'[<?' [3(2)] 

(26) = [ < ? ; [ 3 ( 7 ) , ( 2 3 ) ] , 

(27) [ < ? p = [ < ? ï [ 3 (3 ) , 3 ( 7 ) , ( 2 3 ) ] , 

(28) [QR^ = [Q^ [ 3 (7 ) , (27)] . 

В силу (11), (24)—(26) и (28), имеет место равенство (16). Таким 
образом, это равенство соблюдается и в случае б. Итак, в обоих воз
можных случаях имеет место (16). 

Допустим теперь, что h входит в У. Тогда h входит и в X . Следо
вательно, X есть /г-слово и, значит, 

(29) X=PdVhQeRm 

для некоторого слова Р в А 1 ? некоторого слова Q в А2 (J \ U А 0, неко
торого слова R в А 0 U А 0 и некоторого слова V в А0 [ 4 .2 , 4 . 5 ] . 

Допустим для определенности, что У получается из X в результате-
подстановки слова г£ вместо некоторого вхождения слова Zpn (ÇÇA^ 
у)£А4). Рассуждая тогда, как выше в случае а, заключаем, что Y 
имеет один из видов 

(30) PJiQeRm, 

(31) PdVhQ^Rm, 
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(32) PdVhQeR^, 

(33) PdVhQeRmSj, 

где РЛ, Q}, R V SJ суть соответственно результаты подстановки слова у£ 
вместо вхождения слова £т) в слова PdV, Q, R, А. Но PdF есть слово 
в алфавите А ] 7 так как Р — слово в А р а V—слово в А 0 . Слово £rç 
не входит в PdV, так как тП £ А Г Слово не входит также в Л. 
Поэтому виды (30) и (33) невозможны. Таким образом, имеем либо 

.(34) Y =PdVhQJeRm., 

где Qx удовлетворяет условию (7), либо 

(35) Y=PdVhQeR1m, 

тде R] удовлетворяет условию (9) . 
К тому же выводу мы, очевидно, придем и в предположении, что 

Y получается из Л" в результате подстановки слова Zpn вместо вхожде
ния слова Y £ . 

Как в случае равенства (34), так и в случае равенства (35) У удо
влетворяет условию Р. 9, так как V есть слово в А 0. Условие Р. 10 

•ютпадает в применении к У, так как g не входит в У. Как установ
лено выше, У удовлетворяет условиям Р. 1—Р. 8 и Р. И. Следова
тельно/ У есть слово 1-го разряда и, значит, /г-слово. 
Если имеют место равенство (34) и смежность (7 ) , то 

.(36) [Y~ = PdV[Q»eV[[Q\°[R*[[[QlR^° [(34), 5 . 2 ] , 

тогда как 

r(37) [X~ = PdV{Q"eV\[Q"[R*[[[QR?~* [(29), 5 . 2 ] . 

В этом случае получаем, как на стр. 264, равенства (12)—(15). В силу 
*(36), (37), (12), (13), (15), имеет место равенство (16). 

Если же имеют место равенство (35) и смежность (9) , то 

.(38) [Y~=PdV[QllieV [[Q"[R^[[[QR[~a [(35), 5 . 2 ] , 

тогда как для [Х~ имеем попрежнему равенство (37). В этом случае 
получаем, как на стр. 264, равенства (18)—(20). В силу (37), (38) , 
к(8), (20), равенство (16) имеет место и в этом случае. 

Таким образом, это равенство соблюдается, если h входит в У. 
Допустим, наконец, что g входит в У. 
Тогда g входит и в X. Следовательно, X есть ^-слово и, значит, 

.(39) Х = PgUdQeRm, 
!где Р — слово в А р Q — слово в Аг U А 0 U A0,R — слово в А 0 U А 0 , 
U — слово в А б [4.3, 4 .6 ] . 

Допустим сперва, что У получается из X в результате подста
новки слова т£ вместо некоторого вхождения слова ÇTJ ( Ç Ç A ^ т ) £ А 4 ) . 
Рассуждая, как выше, заключаем, что У имеет один из видов 

<40) - P.gUdQeRm, 
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( 4 1 ) PgWeRm, 

( 4 2 ) PgUdQeR±m, 

( 4 3 ) PgUdQeRmS,, 

где Рг, W, R17 Sx суть соответственно результаты подстановки слова у£ 
вместо вхождения слова Су\ в слова P, UdQ> R, А. Виды ( 4 0 ) и ( 4 3 ) 
отпадают, так как £yj не входит ни в А, ни в слово Р в алфавите А 2 . 
Таким образом, имеем либо 

( 4 4 ) Y—PgWeRm, 

где W есть результат подстановки слова т£ вместо вхождения слова ÇTJ 
в Z7rf(9, либо 

( 4 5 ) Y =PgUdQeR1m, 

где А х удовлетворяет условию ( 9 ) . 

Рассмотрим первый случай. Имеем тогда 

( 4 6 ) UdQ = SX^T, 

( 4 7 ) W = Sr£T, 
где i5 и Г суть некоторые слова. В силу ( 4 6 ) , слова U и S^y суть 
начала одного и того же слова. Поэтому либо U начинается сло
вом *У£У), либо слово SX, начинается словом U [ 1 . § 3 . 1 0 . 9 ] . 

Если U начинается словом S&„ то 

( 4 8 ) U = SZtfV 

для некоторого слова V и мы имеем 

( 4 9 ) T — VdQ [ ( 4 6 ) , ( 4 8 ) , I. § 3 . 9 . 3 ] , 

W = Si£VdQ [ ( 4 7 ) , ( 4 9 ) ] 

( 5 0 ) =UjdQ, 

где 

( 5 1 ) U^SrXy. 

Имеем далее 

( 5 2 ) Y = PgUdQeRm [ ( 4 4 ) , ( 5 0 ) ] , 

причем 

(53) е , : # 1 л ^ [(48), (51)]. 

В силу ( 5 3 ) , Uj является, как и U, словом в алфавите А б. Равен
ство ( 5 2 ) показывает поэтому, что Y удовлетворяет условию Р . 1 0 . Усло
вие Р . 9 отпадает в применении к У, так как h не входит в У. Как 
показано выше, У удовлетворяет условиям Р . 1 — Р . 8 и Р . 1 1 . Следо
вательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. Равенство ( 5 2 ) 
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дает для этого g-слова представление типа, рассмотренного в леммах 
4 .3 и 4 .6 . Поэтому 

(54) [Y-=P[U1dQwe[[UlQw[lT[[[U1QR^[Uw

i [(52), 5.3], 

тогда как 

(55) [X~^P[UdQ"e[[UQ"[R"[[[UQR9~a[Uw [(39), 5 .3 ] . 

Имеем далее 

(56) [17? = [ £ Г [(53), 3 . 1 ] , 

(57) [U\ = [U [(53), 3 . 1 ] , 

(58) [U[ = [U? [(53), 3 . 1 ] , 

(59) [CV<r = [ £ W [3 (7 ) , (56)] , 

(60) [иг(? = \УС:> [3 (7 ) , (57)] , 
(61) [и&И = \иСВ? [3 (7) , (58)] . 

Согласно (54)—(56) и (59)—(61), имеем равенство (16). 
Допустим теперь, что ST, начинается словом U. Заметим прежде 

всего, что 

В самом деле, при St^ — U мы имели бы 

dQ=nT [(46), I . § 3 . 9 . 3 ] , 

откуда d = 7), что невозможно, так как v ) 6 A 4 , a dl 6А 4 . Следовательно, 
в рассматриваемом случае S начинается словом U [I. § 3 . 1 0 . 7 ] . 

Если 

(62) S = U, 

то 

(63) dQ = W [(46), (62), I. § 3 . 9 . 3 ] , 

(64) d = t [(63)]. 

(65) Q = vT [(63), (64) , I. § 3 . 9 . 3 ] , 

W = U-ndT [(47), (62), (64)] 

(66) =U,dT, 

где 

( 6 7 ) U1 = U^. 
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В силу (39) и (65), буква т? входит в g-слово X и потому отлична 
о т / . Эта буква, принадлежащая алфавиту А 4, принадлежит поэтому 
А л ф а в и т у А 0 U А 0 и, значит, алфавиту А 5. В силу (67), отсюда следует, 
что иг есть, как и U, слово в А 5. Имеем далее 

<68) Y=PgUldTeRm [(44), (66)] . 

Следовательно, Y удовлетворяет условию Р. 10 и, как в только что 
рассмотренном случае, мы заключаем, что Y есть слово 1-го разряда 
и, значит, g-слово. Имеем далее 

<69) [ У ^ = Р [ ^ 1 й Г ш е [ [ 1 / ' 1 Г № [ Д м [ [ [ £ Г 1 Г Д р " в [ г 7 ^ 1(68), 5 .3 ] , 

тогда как для [Х~ имеем попрежнему равенство (55). Так как 
буква 73, принадлежащая алфавиту А 4, не принадлежит А 1 ? имеем 

<70) [Q" = [T" [(65), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

(71) [ £ Г = [гт? [(67), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

(72) [UdQw = [U1dT0 [3(7) , (70) , (71)] . 

Кроме того, 
UQ = UrlT [(65)] 

(73) =игТ [(67)]. 

Из равенств (55), (69), (71)—(73) следует равенство (16), кото
рое, таким образом, соблюдается, если имеет место равенство (62). 

Пусть теперь S^=U. Тогда 

(74) S = UV, 

где 7 ^ = А , и мы имеем 

(75) dQ = VW [(46), (74) , I . § 3 . 9 . 3 ] , 

откуда следует, что слово V начинается буквой d: 

<76) V = dZ 

для некоторого слова Z. Имеем 

(77) Q = ZfyiT [(75), (76), I . § 3 . 9 . 3 ] , 

W = UdZyKT [ (47), (74) , (76)] 

<78) =UdQJt 

где 

(79) Q^ZvKT; 

(80) Y = PgUdQeRm [(44), (78)] . 

В силу (80), У удовлетворяет условию Р. 10, так как U — слово в А 5. 
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Мы заключаем отсюда, как в рассмотренных случаях, что У есть слово 
1-го разряда и, значит, g-слово. Имеем далее 

(81) [Y-==P[UdQ^e[[UQ^[R{ü[[[UQlR^[Ul3i [(80), 5 . 3 ] , 

тогда как для [ Х ~ имеем (55). При этом, в силу (77) и (79), имеем 
смежность (7), из которой, согласно 3 . 1 , следуют равенства (12)—(14). 
Имеем далее 

(82) [UdQa = [UdQ? L(12), 3 ( 7 ) ] г 

(83) [UQl = [UQ\ [(13), 3 ( 7 ) ] , 

(84) [UQ№ = [UQ^ [(14), 3 ( 7 ) ] . 

Из равенств (55), (81)—(84) следует равенство (16), которое, таким 
образом, соблюдается, если S^U. 

Этим доказано, что равенство (16) имеет место и в том случае, 
когда SX, начинается словом U. Таким образом, это равенство соблю
дается в нашем первом случае, характеризуемом равенством (44), где 
W — результат подстановки слова у£ вместо вхождения слова Хм в UdQ. 

Во втором случае имеем равенство (45) и смежность (9). В силу 
(45), У удовлетворяет условию Р. 10 и, значит, является словом 1-го раз
ряда. Следовательно, У есть #-слово и 

(85) [Y-=P[UdQ0ie[[UQ^[Ri

1

û[[[UQR9

1^{Uiû [(45), 5 . 3 ] , 

тогда как для [ Х ~ имеем (55). В силу (9) , имеем при этом равенства 
(18), (19) [3 .1] . Имеем далее 

(86) \UQR? = [UQR\ [(19), 3 ( 7 ) ] . 

В силу (55), (85), (18) и (86), равенство (16) имеет место и в этом 
случае. 

Мы исчерпали, таким образом, тот случай, когда g входит в У 
и У получается из X в результате подстановки слова т£ вместо неко
торого вхождения слова Хм (ÇÇAj, YJ£A4). МЫ доказали, что тогда 
равенство (16) имеет место. 

Аналогичным образом рассматривается случай, когда g входит в У 
и У получается из X в результате подстановки слова £YJ вместо неко
торого вхождения слова r£ (£€А 2 , T Q € A J . МЫ усматриваем здесь 
прежде всего, что либо имеет место равенство (44), где W есть на 
этот раз результат подстановки слова Хм вместо вхождения слова г£. 
в UdQ, либо имеет место равенство (45), где R} удовлетворяет усло
вию (9) . 

Если имеет место второе, то У является, как в только что рас
смотренном случае, словом 1-го разряда и, значит, ^-словом. При этом 
имеют место равенства (85), (18), (19), (86) , (55) , и мы убеждаемся 
в соблюдении равенства (16). 
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Допустим теперь, что имеет место равенство (44), где W есть 
результат подстановки слова £я вместо вхождения слова т£ в UdQ. 
Имеем тогда 

(87) UdQ = Sr£T, 

(88) W^SlnT, 

где S и Т суть некоторые слова. В силу (87), слова U и Srfc суть 
начала одного и того же слова. Поэтому либо U начинается словом 
либо слово Sri начинается словом U [I. § 3 . 1 0 . 9 ] . 

Если U начинается словом Srfc, то, рассуждая, как в аналогичном 
рассмотренном выше случае (стр. 267), получаем равенство (52),. 
где 11г есть некоторое слово, удовлетворяющее условию (53). Рассуждая,, 
как выше (стр. 267), убеждаемся, что У есть слово 1-го разряда и, 
значит, #-слово. Как выше, имеем далее равенства (54)—(61). Согласно* 
(54), (55), (59)—(61), имеем равенство (16). 

Допустим теперь, что Sr\ начинается словом С/. 
Если 

(89) Sri=U, 

то 

dQ=XP [(87), (89), I. § 3 . 9 . 3 ] , , 

откуда следует равенство (64) и равенство 

(90) Q = T. 

Имеем далее 

W = SdnQ [(88), (64), (90)Г 

(91) =SdQ1, 

где 
(92) QX=^Q; 
(93) Y=PgSdQJeRm [(44), (91)] . 

В силу (89), S есть, как и U, слово в А 5. Согласно (93), У удовлетво
ряет поэтому условию Р . 10 и является, следовательно, словом 1-го раз
ряда. В силу (93), У есть g-слово. Имеем далее 

(94) [Y~=P[SdQ<ïe[[SQl°[Ru3[[[SQ1R^°[S{° [(93), 5 . 3 ] , 

тогда как для [Х~ имеем (55). Так как буква т), принадлежащая 
алфавиту А 4, не принадлежит А19 имеем 

(95) [С Ш = [<?Г [(92), 3 ( 7 ) , 3 (4 ) ] , . 

(96) [ £ Г = [.У [(89), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

(97) [UdQu'=lSdQ'a

l [(95), (96), 3 ( 7 ) ] . 
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Кроме того, 
UQ = SnQ [(89)] 

W =SQX [ (92)] . 
Из равенств (55), (94), (96)—(98) следует равенство (16), которое, 

таким образом, соблюдается, если имеет место равенство (89). 
Пусть теперь Sn=^=U. Тогда S начинается словом U [I. § 3.ДО. 7 ] . 

•Заметим, что S^=U. В самом деле, при S =U мы имели бы 

dQ=r£T [(87), I. § 3 . 9 . 3 ] , 

•откуда d = 7], что невозможно, так как т)£А 4 , a d 1 £ А 4 . Следовательно, 
U есть собственное начало слова S, т. е. имеем равенство (74) , где 
V фА. Поэтому 
<99) dQ = VriCT 1(87), (74) , I. § 3 . 9 . 3 ] , 

откуда следует, что V начинается буквой d, т. е. что для некоторого 
слова Z имеет место равенство (76). Имеем 

v(100) Q=Zr£T L(99), (76) , I. § 3 . 9 . 3 ] , 

W = UdZZnT [(88), (74) , (76)] 

i(101) =UdQ1, 
где 
;(io2) < ? х = а д \ 

В силу (44) и (101) , имеем далее равенство (80), из которого следует, 
что У удовлетворяет условию Р. 10. Мы заключаем отсюда, как выше, 
что У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. В силу (80) и 5 .3 , 
имеем равенство (81), тогда как для [Х~ имеем (55). При этом, 
в силу (100) и ( 102 ) , имеем смежность (7) , из которой, согласно ЗЛ, 
«следуют равенства (12)—(14) . Получаем отсюда равенства (82)—(84) . 
Из равенств (55), (81)—(84) следует равенство (16), которое, таким 
образом, соблюдается, если 64)=^= U. 

Мы исчерпали этим все случаи -и доказали нашу лемму. 
5 .5 . Если X — слово 1-го разряда и (ï: 'Х_[_2)\ то 1 —слово 1-го 

разряда и \ Х~ ™ [ У'"""\ 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и ($г : Х_[_ 2 У- Тогда Y 

получается из X в результате подстановки слова £е вместо некоторого 
вхождения слова где £ 6 А 0 , или в результате обратного действия. 
Иначе говоря, У получается из X в результате перестановки буквы е 
с соседней буквой, принадлежащей алфавиту А0. 

Эта перестановка не влияет на количество вхождений букв. 
Поэтому У, как и X , удовлетворяет условиям Р. 1 и Р. 7. Переста
новка не меняет также порядок следования букв с, d и е, так как 
обе переставляемых буквы отличны от с и d. Поэтому У, как и -X, 
удовлетворяет условиям Р. 2—Р. 5. Аналогичным образом усматриваем, 
что У удовлетворяет условиям Р. 6, Р. 8 и Р. 11. Таким образрм, 
У удовлетворяет условиям Р. 1—Р. 8 и Р. 11. 

Если У не содержит ни g, ни /г, то У есть слово 1-го разряда, 
так как остальные два условия не относятся к этому случаю. У есть 
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тогда /-слово. Рассмотрим сначала этот случай и покажем, что имеет 
место равенство (16). 

Так как g и h не входят в У, они не входят и в X. Поэтому X 
есть /-слово и, значит, для некоторого слова Р в А 2, некоторого 
слова Ç в A, U А 0 U А 0 и некоторого слова R в А 0 U А 0 имеет место (1) 
[4 .1 , 4 . 4 ] . 

Допустим для определенности, что У получается из X в результате 
подстановки слова tfi вместо некоторого вхождения слова е£ (£?А 0 ) . 
Это допущение, очевидно, не ограничивает общности рассуждений, так 
как /-слова X и У можно поменять ролями. 

Имеем 

( ю з ) X=S£T, 

(104) Y=SteT 

для некоторых слов S ж Т. Имеем далее 

(105) S = PfQ [(1), (103 )1 , 

(106) %Tz=Rm [(1), (103)] . 

В силу (106), слова Т и R непусты, так как £=£тп. Равенство (106) 
показывает далее, что Т оканчивается буквой m, т. е. что 

(107) T=R1m 

для некоторого слова Rv Имеем 

(108) R = ÎR1 [(106), (107), I . § 3 . 9 . 4 ] , 

Y=PfQleR1m [(Ю4), (105), (107)] 

(109) =PfQ1eRJmy 

где 

(HO) = 

Равенство (109) дает для /-слова У представление типа, рассмотрен
ного в леммах 4 . 1 и 4. 4. Поэтому 

(in) [ У - ^ [ < ? Г е [ [ с г К 1 [ [ « ? 1 л Г с5-

тогда как для [Х~ имеем равенство (11) [(1), 5 . 1 ] . ^ 

Буква % равная к или I, не принадлежит ни А,, ни А„. Поэтому 

(112) [ С Г = £ < ? Ш [(110), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

(ИЗ) [В»=[Я° [(108), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 
(114) [Ç; = [Ç* [(НО), 3 ( 7 ) , 3 (2 )1 . 

18 А. А. Марков 
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Имеем далее 

Qfi^QtR, [(НО)] 
(115) = QR [ (108)] . 

Из равенств (11), (111)—(115) следует равенство (16). 
Пусть теперь h входит в У. 
Тогда h входит и в X , X есть А-слово, и равенство (29) имеет место 

для некоторого слова Р в Av некоторого слова Q в A J I J A Q I J A Q , 

некоторого слова R в А 0 Q А 0 и некоторого слова F в А 0 [4 .2 , 4 . 5 ] . 
Допустим сперва, что У получается из X в результате подстановки 

слова %е вместо некоторого вхождения слова rj£ (££А 0 ) . Тогда для 
некоторых слов S и Т имеют место равенства (103) и (104 . 

Имеем 

(116) S = PdVhQ [(29), (103)] 

и равенство (106) [(29), (ЮЗ)]. Как в рассмотренном случае, заклю
чаем из (106), что для некоторого слова Rx имеют место равенства (107) 
и (.108). Имеем далее 

Y=PdVhQieR2m [(104), (116), ( 1 0 7 ) | 

(117) =PdVhQleR1mj 

где определяется равенством (110). 
Равенство (117) показывает, что У удовлетворяет условию Р. 9 . 

Так как буква g, не входящая в X , не входит и в У, условие Р. 10 
не относится к рассматриваемому случаю. Остальным же условиям 
Р.1—Р. И слово У, как выяснено, удовлетворяет. Следовательно, Y есть 
слово 1-го разряда и, значит, /i-слово. Равенство (117) дает для этого 
А-слова представление типа, рассмотренного в леммах 4. 2 и 4. 5. Поэтому 

(118) [Y~ = PdV [QÏV[[Q" [ ДГ [[[Q, Д Р [ 5 . 2 ] , 

тогда как для [Х~ имеем (37) [(29), 5 . 2 ] . 
Как в рассмотренном случае, мы убеждаемся в соблюдении равенств 

(112)—(115), а из равенств (37), (118), (112)—(115) следует равен
ство (16). 

Аналогичным образом обстоит дело, когда h входит в У и У полу
чается из X в результате подстановки слова е% вместо некоторого 
вхождения слова £е. В этом случае имеем 

(119) X = steT, 

(120) У = S et Г 

для некоторых слов S и Т. Далее получаем 

(121) St^PdVhQ [(29), (119)] , 

(122) T=Rm [(29), (119)] . 
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Принимая во внимание, что буква £ алфавита А 0 отлична от Л, усматри
ваем из равенства (121), что Q ф А и что Q оканчивается буквой £: 

( 1 2 3 ) 0 = 0 Л 
для некоторого слова Q2. Имеем далее 

(124) S = PdVhQ2 [(121), (123), I . § 3.9.4]) , 

(125) Y =PdVhQletRm [(120), (124), (122)] . 

Равенство (125) показывает, что Y удовлетворяет условию Р. 9, 
Отсюда, как в предыдущем случае, заключаем, что У есть слово 1-го раз
ряда и, значит, Л-слово. Слово X получается из У в результате под-
становки слова \е вместо некоторого вхождения слова е% [(120), (119)]), 
т. е. так, как в предыдущем случае У получалось из X. Ввиду этого 
сделанное в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства (16) 
справедливо сейчас с переменой ролей X и У, т. е. это равенство 
соблюдается. 

Пусть, наконец, g входит в У. 
Тогда g входит в X, X есть g-слово, и равенство (39) имеет место 

для некоторого слова Р в Ад, некоторого слова Q в А 3 U А 0 U А 0 , 
некоторого слова R в А 0 U А 0 и некоторого слова U в А 5 [4 .3 , 4 . 6 ] . 

Допустим, что Y получается из X в результате подстановки слова £е 
вместо некоторого вхождения слова е£ (£ÇA 0). Тогда для некоторых S 
и Т имеют место равенства (103) и (104). Имеем 

(126) S^PgUdQ [(39), (103)] 

и равенство (106) [(39), (103)]. Как в рассмотренных случаях, заклю
чаем, что для некоторого Rx имеют место равенства (107) и (108) Р 

Далее 
Y=PgUdQ$eR1m [(104), (126), (107)] 

(127) =PgUdQ1eRlm> 

где QT определяется равенством (110). 
Равенство (127) показывает, что Y удовлетворяет условию Р. 10, 

откуда следует, что У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. 
Равенство (127) дает для этого g-слова представление типа, рассмотрен
ного в леммах 4 .3 и 4 . 6 . Поэтому 

(128) [У ~ = i > [UdQ^e [[UQ?[R\* [[[UQ1 R[~a[IT [ 5 . 3 ] . 

тогда как для [X~ имеем (55) [ (39) , 5 . 3 ] . 
Как в рассмотренных случаях, убеждаемся в соблюдении равенств 

(112)—(115). Имеем далее 

(129) [UdQ» = [UdQ~ [(112), 3 (7) ] , . 

(130) [UQ\ = [Uy 1(114), 3 ( 7 ) ] . 
1 8 * 
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Из равенств (55), (123), (ИЗ), (115), (129) и (130) следует равенство 
(16). 

Аналогичным образом обстоит дело, когда g входит в 7 и У полу
чается из X в результате подстановки слова е\ вместо некоторого 
вхождения слова %е. В этом случае имеем равенства (119) и (120), 
где S и Т суть некоторые слова. Далее получаем 

ваем из равенства (131), что Q=£A и что Q оканчивается буквой %. 
Имеем, таким образом, равенство (123) для некоторого слова Qv Имеем 
далее 

Равенство (133) показывает, что У удовлетворяет условию Р. 10. 
Отсюда заключаем, что У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. 
Слово X получается из У в результате подстановки слова £е вместо 
некоторого вхождения слова е£ [(119), (120)], т. е. так, как в предыду
щем случае У получалось из X. Ввиду этого сделанное в предыдущем 
случае заключение о соблюдении равенства (16) справедливо сейчас 
с переменой ролей X и У, т. е. это равенство соблюдается. 

Лемма 5 .5 , таким образом, доказана. 
5 .6 . Если X — слово 1-го разряда и ß a : X J _ 3 y , mo У —слово 1-го раз

ряда и ,[Х~~ = [Y~. 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и : Х _ ] _ Я У . Тогда У 

получается из X в результате подстановки слова \е вместо некоторого 
вхождения слова е\ (£Ç А0) или в результате обратной подстановки [1 (1)] . 

Так как буквы £ и £ отличны от букв е, / , g, h, эти подстановки 
не меняют числа вхождений букв е, /, g, h. Поэтому У, _как и X, 
удовлетворяет условиям Р. 1 и Р. 7. Так как буквы £ и % отличны 
от букв с, d и е, эти подстановки не меняют порядок следования букв 
с, d и е. Слово У удовлетворяет поэтому, как и X, условиям Р. 2—Р. 5. 
Оно удовлетворяет, как и X , условию Р. И, так как буквы £, \ и е 
отличны от т . Таким образом, У удовлетворяет условиям Р.1—Р. 5, 
Р .7 и Р .11 . 

Допустим теперь, что У не содержит ни g, ни h. 
Тогда X также не содержит этих букв и, значит, является /-словом. 

Поэтому, для некоторого слова Р в А г, некоторого слова Q в Aj U А 0 U А 0 

и некоторого слова R в А 0 U А0 имеет место равенство (1) [4 .1 , 4 . 4 ] . 
Допустим сперва, что У. получается из X в результате подстановки 

словаре вместо некоторого вхождения слова е\ (££А 0 ) . Тогда 

4132) 

4133) 

S^PgUdQ, [(131), (123), I . § 3 . 9 . 4 ] , 

Y^PgUdQ^T [(120), (132)]. 

(134) 
(135) 
для некоторых S и Т. 

X = Se^T, 
Y = S\eT 
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Имеем равенство (105) [(1), (134)] и равенство 

(136) %T=Rm [ ( 1 Ь (134) ] . 

Так как ^фт, равенство (136) показывает, что Т непусто и оканчи
вается буквой m, т. е. что для некоторого R2 имеет место (107). Имеем 

(137) Я = Щ [(136), (107), I. § 3 . 9 . 4 ] , 

Y = PfQ&R1m [(135), (105), (107)] 

(138) ^PfQ^eR.m, 

где 

(139) Яг = Я1 

Принимая во внимание, что Р, как слово в А,, не содержит букв 
i, /, к, I ж что R1 есть, как и R, слово в А 0 U А 0 [(137)] и потому 
не содержит букв /, g, h, i, f, заключаем из равенства (138), что У" 
удовлетворяет условиям Р. 6 и Р. 8. Так как условия Р. 9 и Р. 10 не 
относятся к рассматриваемому случаю, Y является словом 1-го разряда 
и, значит, /-словом [(138)]. Равенство (138) дает для этого /-слова 
представление типа, рассмотренного в леммах 4 .1 и 4 . 4 . Поэтому имеем 
равенство (111) [5 .1] , тогда как для [ Х ~ имеем равенство (11) [(1), 5 . 1 ] . 

Далее имеем равенства (112) [(139), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , (14) [(139), 3 ( 7 ) , 
3 ( 3 ) ] , (19) [(137), 3 ( 7 ) , 3(3) ] и равенства 

(140) [ Ç ; = [ Ç l f [(139), 3 ( 7 ) , 3 ( 2 ) ] , 

(141) [R»> = Ï[R? [(137), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

(142) [[Q"=[[Q^ [(140), 3 ( 7 ) , 3 ( 5 ) ] , 

[ [СП д Г=[[<гаДГ [(i*2)] 
(143) = [ [ < Г [ Я Ш [(141)1, 
(144) [ С 1 Л ; = [ С Л " [3 (7 ) , (14), (19)] . 

Из равенств (11), ( Ш ) , (112), (143) и (144) следует равенство (16). 
Аналогично обстоит дело, когда 7 не содержит ни g, ни h и полу

чается из I в результате подстановки слова е\ вместо вхождения 
слова £е (£€А 0 ) . В этом случае имеем 

(145) X = S\eT, 

(146) 7 =SéÇT, 

где S и Т суть некоторые слова. Имеем далее 

<147) Sl=^PjQ [(1), (145)] 
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и равенство (122) [(1), (145)]. Принимая во внимание, что буква £ алфа
вита А 0 отлична от /, усматриваем из равенства (147), что Q оканчи
вается этой буквой: 

(148) Q = Q,Ï 

для некоторого слова Qv Получаем 

(149) S = PfQ1 [(147), (148), I. § 3 . 9 . 4 J , 

(150) Y^PjQ.elRm [(146), (149), (122)]. 

Принимая во внимание, что Р, как слово в А 2, не содержит букв 
с, / , к, I и что £R есть, как и R, слово в А 0 U А 0 и потому не содержит 
букв / , g, А, г, /, усматриваем из равенства (150), что Y удовлетво
ряет условиям Р. 6 и Р. 8. Так как условия Р. 9 и Р. 10 не относятся 
к У, F есть слово 1-го разряда и, значит, /-слово [(150)]. X полу
чается из У в результате подстановки слова £е вместо вхождения 
слова е£ [(145), (146)], т. е. так, как в предыдущем случае Y полу
чалось из X . Ввиду этого сделанное в предыдущем случае заключение 
о соблюдении равенства (16) справедливо и сейчас с переменой ролей X 
и У, т. е. это равенство соблюдается. 

Пусть теперь А входит в У. 
Тогда А входит и в X и X есть А-слово. Поэтому равенство (29) 

имеет место для некоторого слова Р в А,, некоторого слова Q в А} \JA0(J А0, 
некоторого слова R в А 0 (J А 0 и некоторого слова F в А 0 [4 .2 , 4 . 5 ] . 

Пусть У получается из X в результате подстановки слова \е вместо 
некоторого вхождения слова е%. Тогда для некоторых S и Т имеют 
место равенства (134) и (135). Имеем равенства (116) [(29), (134)] 
и (136) [(29), (134)]. Из (136) усматриваем, как выше, что для неко
торого Rx имеет место ( 1 0 / ) . Получаем далее равенство (137) [(136), 
(107)] и равенства 

Y=PdVhQ'^R1m [(135), (116), (107)] 

(151) = PdVkQ1eR1m, 

где Ci определяется равенством (139). 
Здесь PdV есть, как и Р, слово в Аг, так как V — слово в А 0; 

i ? : есть, как и R, слово в А 0 U А 0 [(137)]. Поэтому PdV не содержит 
Сукв i, / , A, Z, a Rx — букв /, g, A, i, / . Следовательно, У удовлетво
ряет условиям Р .6 и Р. 8. В силу (151), У удовлетворяет также усло
вию Р. 9, а условие Р. 10 не относится к рассматриваемому случаю, 
так как У, содержа оперативную букву А, не содержит оперативной 
буквы g. Следовательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, А-слово 
[(151)] . Равенство (151) дает для У представление типа, рассмотрен
ного в леммах 4.2 и 4 . 5 . Поэтому имеем равенство (118) [5 .2] , тогда 
как для [Х~ имеем равенство,(37) [(29), 5 . 2 ] . Как в рассмотренном 
случае, мы убеждаемся в соблюдении равенств (112), (143) и (144), 
а из равенств (37), (118), (112), (143) и (144) следует равенство (16). 

Аналогичным образом обетоит дело в случае, когда А входит в У 
и У получается из X в результате подстановки слова е£ вместо вхожде-
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ния слова £е (£ÇA 0). В этом случае имеем для некоторых S и Т равен 
ства ( 1 4 5 ) и ( 1 4 6 ) . Имеем далее 

< 1 5 2 ) Sl=PdVhQ 

и равенство ( 1 2 2 ) [ ( 2 9 ) , ( 1 4 5 ) ] . Принимая во внимание, что буква £ 
алфавита А 0 отлична от А, усматриваем из равенства ( 1 5 2 ) , что Q 
оканчивается буквой £, т. е. что для некоторого Сг соблюдается равен
ство ( 1 4 8 ) . Получаем 

< 1 5 3 ) S = PdVhQ1 [ ( 1 5 2 ) , ( 1 4 8 ) , I. § 3 . 9 . 4 ] , 

( 1 5 4 ) Y=PdVhQ1elRm [ ( 1 4 6 ) , ( 1 5 3 ) , ( 1 2 2 ) ] . 

Принимая во внимание, что буквы г, / , А, I не входят в слово PdV 
в алфавите А г и что Щ есть, как и R, слово в А 0 (J А 0 и потому 
не содержит букв /, g, A, i, / , усматриваем из равенства ( 1 5 4 ) , что Y 
удовлетворяет условиям Р. 6 и Р. 8 . Из равенства ( 1 5 4 ) следует также, 
что Y удовлетворяет условию Р. 9 . Условие Р. 1 0 не относится к У, 
так как g не входит в У. Таким образом, У есть слово 1-го разряда 
и, значит, А-слово [ ( 1 5 4 ) ] . X получается из У в результате подстановки 
слова \с вместо вхождения слова с\ [ ( 1 4 5 ) , ( 1 4 6 ) ] , т. е. так, как 
в предыдущем случае У получалось из X. Ввиду этого сделанное 
в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства ( 1 6 ) справед
ливо и сейчас с переменой ролей X и Y; т. е. это равенство соблю
дается. 

Пусть, наконец, g входит в У. 
Тогда g входит и в X и X есть g-слово. Поэтому равенство ( 3 9 ) 

имеет место для некоторого слова JP в А , , некоторого слова Q 
в А 1 U А0 U А 0, некоторого слова R в А 0 U А 0 и некоторого слова U 
в А 5 [ 4 . 3 , 4 . 6 ] . 

Пусть У получается из X в результате подстановки слова %е вместо 
некоторого вхождения слова Тогда для некоторых S и Т имеют 
место равенства ( 1 3 4 ) и ( 1 3 5 ) . Имеем равенства ( 1 2 6 ) [ ( 3 9 ) , ( 1 3 4 ) ] 
и ( 1 3 6 ) [ ( З Э ) , ( 1 3 4 ) ] . Из ( 1 3 6 ) усматриваем, как выше, что для неко
торого R} имеет место равенство ( 1 0 7 ) . Получаем далее равенство ( 1 3 7 ) 
[ ( 1 3 6 ) , ( 1 0 7 ) ] и равенства 

Y = PgUdQl'Rlm [ ( 1 3 5 ) , ( 1 2 6 ) , ( 1 0 7 ) ] 

< 1 5 5 ) =PgUdQ1eR1m, 

где C i определяется равенством ( 1 3 9 ) . 

Здесь Р, как слово в А р не содержит букв i, / , А, I; RL есть, как 
и Л, слово в А 0 U А 0 [ ( 1 3 7 ) ] и потому не содержит букв / , g, А, г, / . 
Следовательно, У удовлетворяет условиям Р. 6 и Р. 8 . В силу ( 1 5 5 ) , 
У удовлетворяет также условию Р. 1 0 , а условие Р. 9 не относится 
к рассматриваемому случаю, так как У, содержа оперативную букву g, 
не содержит оперативной буквы А. Следовательно, У есть слово 1-го раз
ряда и, значит, g-слово. Равенство ( 1 5 5 ) дает для У представление 
типа, рассмотренного в леммах 4 . 3 и 4 . 6 . Поэтому имеем равенство 
( 1 2 8 ) [ 5 . 3 ] , тогда как для [Х~~ имеем ( 5 5 ) [ ( 3 9 ) , 5 . 3 ] . Как в рас-
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смотренных случаях, мы убеждаемся в соблюдении равенств (112), (143) 
и (144). Имеем далее 

(156) [Ud<X=[UdQ» [(112), 3 ( 7 ) ] , 

[[UQ-[R-=[[U-[[Q:[R^ [3(7)] 

= [[U"[[Q"[R» 1 ( 1 4 3 3 1 

(157) =[[UQ"[R" [3 (7) ] , 

(158) [UQxRl = [UQR> [(144), 3<7)L 

Из равенств (55), (128), (156)—(158) следует равенство (16). 
Аналогичным образом рассматривается случай, когда g входит в У 

и У получается из X в результате подстановки слова е\ вместо вхожде
ния слова \в (££А 0 ) . В этом случае имеем для некоторых S и Т 
равенства (145) и (146). Имеем далее 

(159) S%=PgUdQ [(39), (145)1 

и равенство (122) [(39), (145)]. Принимая во внимание, что буква £ 
алфавита А 0 отлична_от d, усматриваем из равенства (159), что Q 
оканчивается буквой £, т. е. что для некоторого Qx соблюдается равен
ство (148). Получаем 

(160) S = PgüdQx [(159), (148) , I. § 3 . 9 . 4 ] , 

(161) Y^PgUdQ.eÇRm [(146), (160), (122)] . 

Принимая во внимание, что буквы г, / , Ä, I не входят в слово Р 
в алфавите A t и что %R есть, как и Ä, слово в А 0 U А 0, не содержа
щее букв /, g, h, i, / , усматриваем из равенства (161), что У удовле
творяет условиям Р. 6 и Р. 8. Из равенства (161) следует также, что У 
удовлетворяет условию Р. 10. Условие Р. 9 не относится к У, так как k 
не входит в У. Таким образом, У есть слово 1-го разряда и, значит, 
g-слово [(161)]. X получается из У в результате подстановки слова \е 
вместо вхождения слова t\ [(145), (146)] , т. е. так, как в предыдущем 
случае У получалось из X. Ввиду этого сделанное в предыдущем 
случае заключение о соблюдении равенства (16) справедливо сейчас 
с переменой ролей X и У, т. е. это равенство соблюдается. 

Лемма, таким образом, доказана. 
5. 7. Если X — слово 1-го разряда и 6 Х : X J _ 4 У, то У — слова 

1-го разряда и [Х~ = [Y~. 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и (£3 : Х _ [ _ 4 У . Тогда У 

получается из X в результате подстановки слова fyn вместо вхождения 
слова \т (££А 0 ) или в результате обратного действия. Как в доказа
тельстве леммы 5 .6 , убеждаемся в том, что У удовлетворяет условиям 
Р . 1 — Р . 5 и Р. 7. 

Допустим теперь, что У не содержит ни g, ни h. Тогда X также 
не содержит этих букв и, значит, является /-словом. Поэтому для> 
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некоторого слова Р в А а, некоторого слова Q в Аг (J Ä 0 1J А 0 и некото
рого слова Л в А 0 U А 0 имеет место равенство (1) [ 4 . 1 , 4 . 4 ] . 

Допустим, что У получается из X в результате подстановки слова \т 
вместо вхождения слова \т ($gA 0 ) . Тогда 

(162) X=S?mT, 

СШ) У = s\mT 

для некоторых S и Г . В силу (162) и условия Р. 11 для X, имеем 

(164) Г = д , 

откуда 

(165) X = S£m [(162), (164)] . 

(166) Y = Stm [(163), (164)] . 

Имеем далее 

(167) St=PfQeR [(1), (165) , L § 3 . 9 . 4 ] ,. 

откуда, принимая во внимание, что £фе, заключаем, что R оканчи
вается буквой £, т. е. что 

(168) R = Wl 

для некоторого W. Имеем теперь 

(169) S = PfQeW [(167), (168), L § 3 . 9 . 4 ] г 

Y=PfQeW£m [(166), (169)) 

(170) =PfQeR1m, 

где 

(171) R± = W% 

Из равенств (168) и (171) следует, что i? x есть, как и R, слово 
в алфавите А 0 U А 0. Принимая это во внимание, а также учитывая, 
что Р есть слово в А17 заключаем из равенства (170), что Y удовле
творяет условиям Р. 6 и Р. 8. Так как P, Q и Д Д не содержат m, из 
этого равенства следует также, что Y удовлетворяет условию Р. 11. 
Условия Р. 9 и Р. 10 не относятся к рассматриваемому случаю, так как У 
не содержит букв g и А. Следовательно, У есть слово 1-го разряда и, 
значит, /-слово [(170)] . Равенство (170) дает для У представление 
типа, рассмотренного в леммах 4 .1 и 4 . 4 . Поэтому имеем для [Y~ 
равенство (17) [5 .1 ] , тогда как для [ Х ~ имеем равенство (11) [ (1) , 
5 . 1 ] . 
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Имеем далее 

(172) [RÎ=[W* [(171), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

[R° = [W°Z [(168), 3 ( 7 ) , 3 (4 ) ] 

(173) = [ Д ^ [(172)], 

(174) [R? = [W* [(168), 3 ( 7 ) , 3 ( 3 ) ] , 

\Rtx==\yp% [(171), 3 ( 7 ) , 3 (3 ) ] 

(175) ={R*i [(174)], 

[QR\ = [Qf[R\ [3(7)] 

^lQ*[K'î [(175)] 

(176) =[QR*t [ 3 ( 7 ) ] , 

(177) {[QR9~=t[{QR*~ [(176), I . § 3 .12 (4 ) , I . § 3 . 1 2 ( 2 ) ] , 

<178) [[[QRr = V[[[QR™ [(177), 3 ( 7 ) , 3 ( 6 ) ] , 

(179) = [ Л Ш [ [ [ С Л ^ [(173)]. 

Из равенств (11), (17) и (179) следует равенство (16). 
Аналогичным образом рассматривается случай, когда ни g, ни h 

не входят в У и У получается из X в результате подстановки слова £ т 
вместо вхождения слова %т (£€А 0 ) . В этом случае 

(180) X=StmT, 

(181) Y=SlmT 

для некоторых S и Т. В силу (180) и условия Р. 11 для X, имеем 
равенство (164), откуда 

{182) X = S$n [(180), (164)] , 

(183) Y=S&n [(181), (164)] . 

Имеем далее 

(184) st=PfQeR [ (1) , (182), I . § 3 . 9 . 4 ] , 

откуда, принимая во внимание, что %фе, заключаем, что R оканчи-
вается буквой £, т. е. что 

(185) R = wt 
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для некоторого W. Имеем теперь равенство (169) [(184), (185) , 
I. § 3 .9 .4 ] и получаем 

(186) Y = PfQeWlm [(183), (169)] . 

Из равенства (185) следует, что WC есть, как и i?, слово в А0 J J А 0 . 
Принимая это во внимание, а также учитывая, что Р есть слово в А 1 ? 

усматриваем из равенства (186), что У удовлетворяет условиям Р. 6 
и Р. 8. Так как P, Q и WE, не содержат m, из этого равенства следует 
также, что У удовлетворяет условию Р. 11. Условия Р . 9 и Р. 10 не 
относятся к У , так как ни g, ни h не входит в У . Следовательно, 
У есть слово 1-го разряда и, значит, /-слово [(186)]. X получается 
из У так, как в предыдущем случае У получалось из I — в результате 
подстановки слова £т вместо вхождения слова £тп. Поэтому сделанное 
в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства (16) справед
ливо сейчас с переменой ролей X и У , т. е. это равенство соблюдается. 

Пусть теперь h входит в У . Тогда h входит в X и, значит, X является 
/г-словом. Поэтому для некоторого слова Р в А,, некоторого слова Q 
в Aj U А 0 U А 0, некоторого слова R в А 0 U А 0 и некоторого слова V 
в А 0 имеет место равенство (29) [4 .2 , 4 . 5 ] . 

Допустим, что У получается из X в результате подстановки слова \т 
вместо некоторого вхождения слова Ъп (££А 0 ) . Тогда для некоторых S 
и Т имеют место равенства (162) и (163). Как прежде, получаем 
отсюда равенства (164)—(166). Имеем далее 

<187) Sl = PdVhQeR ' [(29), (165), I . § 3 . 9 . 4 ] , 

откуда заключаем, что R оканчивается буквой £, т. е. что (168) имеет 
место для некоторого W. Имеем 

<188) S=PdVhQeW R187), (168), I . § 3 . 9 . 4 ] г 

Y=PdVhQeWtm [(166), (188)] 

<189) =PdVhQeR1m, 

где R^ определяется равенством (171). 
Из равенств (168), (171) и (189) заключаем, аналогично предыду

щему, что Y удовлетворяет условиям Р. 6, Р. 8, Р. 11 и Р. 9. Условие же 
Р. 10 не относится к рассматриваемому случаю, так как g не входит 
в У. Следовательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, /г-слово. 
Равенство (189) дает для У представление типа, рассмотренного в лем
мах 4 . 2 и 4 . 5 . Поэтому имеем для [Y~ равенство (38) [5 .2 ] , тогда 
как для [Х~~ имеем (37) [(29), 5 . 2 ] . Далее, в точности как выше, 
получаем равенства (172)—(179). Из равенств (37), (38) и (179) следует 
равенство (16). 

Аналогично обстоит дело в случае, когда h входит в У и У полу
чается из X в результате подстановки слова %т вместо вхождения 
•слова \т (£ÇA 0). Доказательство того, что в этом случае У есть слово 
1-го разряда и что тогда имеет место (16), мы предоставляем читателю. 

Пусть, наконец, g входит в У . 
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Тогда g входит в X и, значит, X есть g-слово. Поэтому для неко-
У\ SK 

торого Р в А р некоторого Q в Аг U A 0 UA 0 , некоторого й в А 0 U 
и некоторого U в А 5 имеет место равенство (39) [4 .3 , 4 . 6 ] . ^ 

Допустим, что У получается из X в результате подстановки слова \т 
вместо некоторого вхождения слова £га (£~А Г ) . Тогда для некоторых S 
и Т имеют место равенства (162) и (163), из которых, как выше, полу
чаем равенства (164)—(166). Имеем 
(190) Sl = PgUdQcR [(39), (165), I . § 3 .9 . 4 ] у 

откуда заключаем, что (168) имеет место для некоторого W. Имеем 
далее 

(191) S = PgUdQeW [(190), (168), I . § 3 . 9 . 4 ] 

Y=PgUdQeWtm [(166), (191)] 

(192) = PgUdQ<R1m, 

где Rj определяется равенством (171). 
Из равенств (168), (171) и (1У2) усматриваем, аналогично предыду

щему, что }' есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. Равенство (192) 
дает для У представление типа, рассматриваемого в леммах 4 .3 и 4 . 6 . 
Поэтому имеем (85) [5 .3] , тогда как для [ X " имеем (55) [(39), 5 . 3 ] . 
Далее, в точности как в предыдущих случаях, получаем равенства 
(172)—(175), после чего получаем 

(193) [UQR[=[UQR9t [3 (7 ) , (175) ] , 

(194) [[UQR[-=tiWQR9~ [ (193) ,1 .§3.12(4) ,1 .§3.12(2)Ь 

(195) [[[UQRfr = m[ÜQR9~° [(194), 3 ( 7 ) , 3 ( 6 ) ] , 

(196) [ ^ [ [ [ « 7 < ? A p = [ iT [ [ [ ?7Çi î ' ^ [(195), (173) ] . 

Из равенств (55), (85) и (196) следует равенство (16). 
Аналогичным образом рассматривается случай, когда g входит в Y 

и Y получается из X в результате подстановки слова %тп вместо вхожде-
УК 

ния слова \т (££А 0 ) . Доказательство того, что в этом случае У есть 
слово 1-го разряда, удовлетворяющее равенству (16), мы предоставляем 
читателю. 

Лемма, таким образом, доказана. 
5. 8. Если X— слово 1-го разряда и 6 Х : X J _ 5 У, то Y —слово 1-го раз

ряда и [Х~ = [Y~. 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и ^i-X^Y. Тогда Y\ 

получается из X в результате подстановки слова £/г вместо вхождения 
слова й££ или в результате подстановки слова h£fc вместо вхождения 
слова Çft (££А 0 ) [1 (1 ) ] . 

Так как буква h входит по одному разу в слова £й и Щ, а буквы 
с* е, / , g, m совсем не входят в эти слова, У, как и X , удовлетворяет 
условиям Р .1—Р.5 , Р .7 и Р . 11. 
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тогда как для [Х~~ имеем (37) [(29), 5 . 2 ] . 

Буква А входит в X , так как в X входит либо А££, либо £А. Следо
вательно, X есть А-слово и для некоторого Р в А,, некоторого Q 

хч у\. 
в А1 (J А0 U А 0 , некоторого,/? в А 0 (J А 0 и некоторого V в А 0 имеет 
место равенство (29) [4 .2 , 4 . 5 ] . 

Допустим теперь, что У получается из X в результате подста
новки слова £А вместо вхождения слова Щ (££А 0 ) . Тогда 

(197) X = Sh$T, 

<198) У = ££АГ 

для некоторых S и 7". 
Принимая во внимание, что А входит в X один раз, заключаем, 

что 

<199) S = PdV [ (29) , (197)] , 

<200) %T = QeRm [ (29), (197)]. 
В силу (200), имеет место одно из двух: слово £Ç начинается сло

вом Qe или слово Q начинается словом [ I . § 3 .10. 9 ] . Первое, однако, 
невозможно, так как е ф£ и е=^=£. Поэтому Q начинается словом ££, 
т. е. 
<201) < ? = £ < ? ! 
для некоторого слова Ç r 

Имеем далее 

<202) Т = QJeRm L(2C0), (201), I . § 3 . 9 . 3 ] , 

Y=PdVlhQ1eRm [(198), (199), (202)] 

<203) z^PdV^QjeRm, 

где 

<204) ^ = ^ . 

Согласно (204), V2 есть, как и V, слово в А 0, откуда следует, что 
PdV г есть, как и Р, слово в А3 и, значит, не содержит букв г, / , к, I. 
Учитывая, кроме того, что i?, как слово в А 0 U А 0, не содержит букв 
/, g, A, ï, /, заключаем из равенства (203), что У удовлетворяет усло
виям Р. 6 и Р. 8. Из равенства (203) следует также, что У удовлетво
ряет условию Р. 9. Условие же Р. 10 не относится к делу, так как g 
не входит в У. Таким образом, Y есть слово 1-го разряда и, значит, 
А-слово. Равенство (203) дает для У представление типа, рассматри
ваемого в леммах 4 . 2 и 4 . 5 . Поэтому 

<205) [Y-^PdV^eV.UQ^IPmQiR^ [5 .2 ] , 
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Имеем далее 

(206) [(201), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) 1 , 

(207) [<?=![<?; [(201), 3 ( 7 ) , 3 ( 2 ) ] , 

(208) [(201), 3 ( 7 ) , 3 (3 )J , 

[(204)] 

(209) [(206)], 

(210) [(207), 3 ( 7 ) , 3 ( 5 ) j , 

[(204)] 

(211) = V[[Qa [(210)], 

(212) [(208), 3 ( 7 ) ] . 

Из равенств (37), (205), (209), (211) и (212) следует равенство (16). 
Аналогичным образом рассматривается случай, когда У получается 

из X в результате подстановки слова А££ вместо вхождения слова ÇA 
(£ÇA 0). В этом случае 

(213) х = д а г , 

(214) Y = Sh%T 

для некоторых S и Т. 
Принимая во внимание, что А входит в X один раз, заключаем, что* 

(215) Sl = PdV [(29), (213)],. 
(216) " T = QeRm [(29), (213)] . 

Принимая во внимание, что l^d, усматриваем из равенства (215), что* 
слово V оканчивается буквой £, т. е. что 

(217) V = V,l 

для некоторого У г Имеем далее 

(218) S = PdV, [(215), (217), I. § 3 .9 .4 ] , . 

(219) Y = PdVlh%QeRm [(214), (218), (216)].. 

Согласно (217), V2 есть, как и V, слово в А 0, откуда следует, что 
РаУг есть, как и Р, слово в А3 и, значит, не содержит букв i, /, к, L 
Учитывая, кроме того, что R, как слово в А 0 U А 0, не содержит букв. 
/» Е> К i> U заключаем из равенства (219), что Y удовлетворяет-
условиям Р. 6 и Р. 8. Из равенства (219) следует также, что Y 
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удовлетворяет условию Р. 9. Условие Р. 10 не относится к делу, так 
как g не входут в У. Таким образом, У есть слово 1-го разряда и, 
значит, А-слово. X получается из У так, как в предыдущем случае У 
получалось из X — посредством подстановки слова £А вместо некоторого 
вхождения слова А££ Х(213Ь (214)]. Поэтому сделанное в предыдущем 
случае заключение о соблюдении равенства (16) справедливо и теперь 
с переменой ролей X и У, т. е. это равенство соблюдается. 

Лемма, таким образом, доказана. 
5. 9. Если X — слово 1-го разряда и ß x : Х _ | б У, то У — слово 1-го раз*-

ряда и [ Х ~ = [ У ~ . 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и 6 г : Х _ [ _ б У . Тогда У 

получается из X в результате подстановки слова g\ вместо вхождения 
. УК УК 

слова tg% или в результате подстановки слова £g£ вместо вхождения 
слова gl (£€А 0 ) [1 (1) ] . 

УК 

Так как буква g входит по одному разу в слова и £g£, а буквы 
с, d, е, /, A, m совсем не входят в эти слова, У, как и X , удовлетво
ряет условиям Р.1—Р. 5, Р. 7 и Р. И. 

Буква g входит в X , так как в X входит либо либо Следо
вательно, X есть g-слово и для некоторого Р в Av некоторого Q 
в А3 U А 0 U А 0, некоторого R в А 0 U А 0 и некоторого U в Аь имеет 
место равенство (39) [4 .3 , 4 . 6 ] . 

Допустим теперь, что У получается из X в результате подстановки 
слова gl вместо вхождения слова Тогда 
(220) X = StetT, 

(221) Y=S&T 

для некоторых S и Т. 
Принимая во внимание, что g входит в X один раз, заключаем, что 

(222) Sl = P [(39), (220) ] , 

(223) tr = UdQeRm [(39), (220)] . 

Принимая во внимание, что Е,фа, заключаем из равенства (223), что U 
начинается буквой т. е. что 

(224) U = £w 

для некоторого W. Имеем далее 

(225) T = WdQeRm [(223), (224), I . § 3 . 9 . 3 ] , 

Y = SglWdQeRm [(221), (225)] 

(226) =SgU1dQeRm, 

где 

(227) иг = Щ. 
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Согласно (222), S есть, как и Р, слово в Аг и, значит, не содержит 
•букв г, / , А, /. Принимая, кроме того, во внимание, что R не содержит 
букв / , g, /г, г, / , усматриваем из равенства (226), что У удовлетво
ряет условиям Р. 6 и Р. 8. Согласно (224) и (227), U1 есть, как и U, 
слово в А5. Равенство (226) показывает поэтому, что Y удовлетворяет 
условию Р. 10. Условие Р. 9 не относится к делу, так как У не содержит 
•букву h. Следовательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. 
Равенство (226) дает для У представление типа, рассматриваемого 
-в леммах 4 .3 и 4 .6 . Поэтому 

<228) [Y-^S\U1dQae\[UxQa\B^[[\U1QRr'[üt [ (5 .3 ) ] , 

тогда как для \_X~~ имеем равенство (55) [(39), 5 . 3 ] . 
Имеем далее 

<229) [Ua = [Ww [(224), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

[(227), 3 ( 7 ) , 3(4) ] 

<230) =1[иш [(229)], 

[U\=[W' [(227), 3 ( 7 ) , 3 (2) ] 

(231) = [Ul [(224), 3 ( 7 ) , 3 ( 2 ) ] , 

(232) [(227), 3 ( 7 ) , 3 ( 3 ) ] , 

[Ue=t{We [(224), 3 ( 7 ) , 3 (3) ] 

<233) =t[ü\ [(232)], 

[üx dQ" = [U?[dQw [3(7)] 

= l\U™[dQw [(230)] 

(234) = l[UdQ" [3 (7) ] , 

S[U1dQw = SZ,[UdQw [(234)] 

(235) = P[UdQw [(222)], 

<236) [U, Q' = [UQ> [(231), 3 ( 7 ) ] , 

<237) [(233), 3 ( 7 ) ] , 

(238) [[UQR^ — llüjQR^t [(237), I . § 3 . 1 2 ( 4 ) , I . § 3 . 1 2 ( 2 ) ] , 

<239) [[[UQRre = [[[U1QBraZ [(238), 3 ( 7 ) , 3 ( 6 ) ] , 

[[[U^BT' [Uf = [[[U1Qnr*Z[ir [(230)] 

4240) = [[[UQR?^J[UU' [(239)]. 

Из равенств (55), (228), (235), (236) и (240) следует равенство (16). 

file:///_X~~
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Аналогичным образом обстоит дело, когда У получается из X 
в результате подстановки слова Çgç вместо вхождения слова gç ( £ £ А 0 ) . 
В этом случае 

(241) X = SgÇT, 

(242) Y = S?gZT 

для некоторых S и Т. 

Принимая во внимание, что g входит в X один раз, заключаем, что 

(243) S = P [(39), (241)] , 

(244) lT = UdQeRm [(39), (241)] . 
Принимая во внимание, что £=^й, усматриваем из равенства (244) , 
что U начинается буквой £, т. е. что 

(245) U = IW 

для некоторого W. Имеем далее 

(246) T = WdQeRm [(244), (245), I. § 3. 9 . 3 ] , 

(247) Y =PlgtWdQeRm [(242), (243), (246)] . 

Здесь есть, как и Р, слово в А 3 и, значит, не содержит букв 
г, / , А, /; R не содержит букв / , g, /г, г, / . Учитывая это, усматриваем 
из равенства (247), что Y удовлетворяет условиям Р. 6 и Р. 8. Согласно 
(245), £\¥ есть, как и U, слово в А 5. Усматриваем поэтому из равен
ства (247), что Y удовлетворяет условию Р. 10. Наконец, условие Р. 9 
не относится к делу, так как h не входит в Y. Следовательно, Y есть 
слово 1-го разряда и, значит, g-слово. X получается из Y так, как 
в предыдущем случае У получалось из Х7 — посредством подстановки 
слова g^ вместо вхождения слова £g£ [(241), (242)]. Поэтому сделанное 
в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства (16) спра
ведливо и теперь, с переменой ролей X и У, т. е. это равенство 
соблюдается. 

Лемма, таким образом, доказана. 
5.10 Если X — слово 1-го разряда и S x : X J _ 7 У, то Y — слово 1-го раз

ряда и [ Х ~ = [ У ~ . 
В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и : X _|_7 У • Тогда У 

получается из I в результате подстановки слова dh вместо вхождения 
слова df или в результате подстановки слова df вместо вхождения 
слова dh. 

Так как слова df и dh содержат по одному ^вхождению оперативной 
буквы, по одному вхождению буквы d и совсем не содержат букв с, е, 
i, / , A, I, т, слово У, как и X, удовлетворяет условиям Р . 1 — Р . 8 
и Р. И . 

Допустим сперва, что У получается из X в результате подста
новки слова dh вместо вхождения слова df. 

19 А. А. Марков 
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Тогда X есть /-слово, и поэтому равенство (1) имеет место для 
некоторого Р в Av некоторого Q в Аг \JA0 U А0 и некоторого R 
в А 0 U А 0 [ 4 .1 , 4 . 4 ] . С другой стороны, 

(248) X = SdfT, 

(249) У — SdhT 

для некоторых ^ и Î 1. 

Так как / входит в X лишь один раз, имеем 

(250) Sd = P [(1), (248)] , 

(251) T = QeRm [(1), (248)] , 

(252) Y = SdhQeRm 1(249), (251)]. 
Равенство (252) показывает, что Y удовлетворяет условию Р. 9: 

в Y входит слово dh, имеющее вид dVh, где V — слово в А 0. Наконец, 
условие Р. 10 не имеет отношения к делу, так как Y не содержит 
оперативной буквы g. Следовательно, Y есть слово 1-го разряда и, 
значит, /г-слово. Равенство (252) дает для Y представление типа, рас
сматриваемого в леммах 4 .2 и 4 . 5 с V — А. Поэтому 

[Y~ = Sd [Qwe [ [<Г [ïï° [[[QR^° [5. 2] 

= P[Q-,[[Q"[^[[[Q^ 1(250)] 

= [X~ [(1), 5 . 1 ] . 

Допустим теперь, что Y получается из X в результате подстановки 
слова df вместо вхождения слова dh. Тогда У содержит / и потому 
не содержит ни g, ни h, согласно условию Р. 7, которое, как мы знаем, 
выполнено для У. Поэтому, условия Р. 9 и Р. 10 не относятся к делу. 
Следовательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, /-слово. X полу
чается из У так, как в предыдущем случае У получалось из X, — 
посредством подстановки слова dh вместо вхождения слова df. Поэтому 
сделанное в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства (16) 
справедливо и теперь, с переменой ролей X и У, т. е. это равенство 
соблюдается. 

Таким образом, в обоих случаях У есть слово 1-го разряда 
и [ Х ~ = [У"~, что и требовалось доказать. 

5 .11 . Если X — слово 1-го разряда и &1 : X J _ 8 У, то Y—слово 1-го раз
ряда и [Х~ = [ У ~ . 

В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и (£,г:Х _]_ 8У. Тогда У 
получается из X в результате подстановки слова gd вместо вхождения 
слова fd или в результате подстановки слова fd вместо вхождения 
слова gd. 

Так как слова fd и ßd содержат по одному вхождению оперативной 
буквы, по одному вхождению буквы d и совсем не содержат букв с, е, 
i, /, k, Z, т, слово У, как и X , удовлетворяет условиям Р .1—Р. 8 
и Р. 11. 

Допустим сперва, что У получается из X в результате подстановки 
слова gd вместо вхождения слова fd. 
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Тогда X есть /-слово, и потому равенство (1) имеет место для 
некоторого Р в Av некоторого Q в А г U Ä 0 U Ао и некоторого R 
в А 0 U А 0 [4. 1, 4. 4 ] . Вместе с тем 
(253) X = SfdT, 
(254) Y=SgdT 
для некоторых S и Т. 

Так как / входит в X лишь один раз, имеем 

(255) S = P [ (1) , ( 2 5 3 ) ] , 

(256) dT = QeRm [ ( 1 ) , (253)] . 

Из равенства (256) следует, что Q начинается буквой d, т. е. что 

(257) Q=dQx 

для некоторого Сг. Имеем далее 
(258) Т — Q^Rm [(256), (257) , I . § 3 . 9 . 3 ] , 
(259) Y=PgdQ1eRm [(254), (255) , (258) ] . 

Равенство (259) показывает, что Y удовлетворяет условию Р. 10: 
Y содержит слово gd вида gUd, где U — слово в A s . Условие Р. 9 не 
относится к делу, так как У не содержит оперативной буквы h. Следо
вательно, Y есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово. Равенство (259) 
дает для У представление типа, рассматриваемого в леммах 4 . 3 и 4 . 6 
с £Г—А. Поэтому 

(260) [Y~ = P[dQ?e[[Q?[R«[[[Q1R?- [ 5 . 3 ] , 

тогда как для [Х~ имеем равенство (11) [(1), 5 . 1 ] . 
Имеем 

(261) [Ql = [Q\ [(257), 3 ( 7 ) , 3 ( 2 ) ] , 

(262) [Q9 = [Q{ [(257), 3 ( 7 ) , 3 ( 3 ) ] , 

(263) [СД р = [ (262), 3 ( 7 ) ] . 

Из равенств (11), (260), (257), (261) и (263) следует равенство (16). 
Пусть теперь Y получается из X в результате подстановки слова fd 

вместо вхождения слова gd. Тогда У содержит оперативную букву / 
и потому не содержит оперативных букв g ж h. 

Условия Р . 9 и Р. 10 поэтому отпадают в применении к У . Следо
вательно, У есть слово 1-го разряда и, значит, /-слово. X получается 
из У так, как в предыдущем случае Y получалось из X, — в резуль
тате подстановки слова gd вместо вхождения слова fd. Поэтому сделан
ное в предыдущем случае заключение о соблюдении равенства (16) 
справедливо сейчас с переменой ролей X и У, т. е. это равенство 
соблюдается. 

Таким образом, в обоих случаях У есть слово 1-го разряда и [X = [ У ^ \ 
что и требовалось доказать. 

1 9 * 
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5 .12 . Если X есть слово 1-го разряда и &г : X _J__9 У, то Y есть 
слово 1-го разряда и S 0 :*[Х~ J _ | T ~ -

В самом деле, пусть X — слово 1-го разряда и : X J _ g Y. Тогда У 
получается из X в результате подстановки слова eg вместо вхождения 
слова he или в результате подстановки слова he вместо вхождения 
слова eg. 

Так как слова he и eg содержат по одному вхождению оперативной 
буквы, по одному вхождению буквы с и совсем не содержат букв d, е, 
î, / , Z, т, слово У удовлетворяет, как и X , условиям Р.1—Р. 8 
и Р. И. 

Допустим сперва, что У получается из X в результате подстановки 
слова eg вместо вхождения слова he. 

Тогда X есть /г-слово, и потому равенство (29) имеет место для 
некоторого Р в А3, некоторого Q в А1 (J А 0 U А 0, некоторого Я в А 0 U А 
и некоторого F в А0 [4 .2 , 4 . 5 ] . Вместе с тем 

(264) X = ShcT} 

(265) Y = ScgT 
для некоторых S ж Т. 

Так как h входит в X лишь один раз, имеют место равенство (199) 
[(29), (264)] и равенство 

(266) cT = QeRm [(29), (264)]. 

Из равенства (266) следует, что Q начинается буквой с, т. е. что 

(267) Q = cW 

для некоторого W. 
Согласно (264), Sh*c*T есть вхождение буквы с в X . Согласно 

условию Р. 4 для слова 1-го разряда X , это вхождение предшествует 
некоторому вхождению буквы d. Поэтому d входит в правое крыло Т 
вхождения Sh*c*T. Пусть 

U*d*Z 

является первым вхождением буквы d в Т. Тогда d не входит в J7, 

(268) T = UdZ, 

(269) X = ShcUdZ [(264), (268)]. 

Если бы буква с входила в слово U, мы имели бы 

и = игси2 

для некоторых Пг и £У2, не содержащих d. Отсюда следовало бы, 
в силу (269), что 

Sh*c*UlCU2dZ 
и 

ShcUl*c*U2dZ 
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суть два вхождения буквы с в X, между которыми нет вхождений 
буквы d. Так как это противоречит условию Р. 5 для X, буква с не 
входит в U, 

Имеем далее 

(270) Т = WeRm [(266), (267), I. § 3. 9. 3 ] . 

В силу (268) и (270), слова dZ и eRm суть концы одного и того же 
слова. При этом слово eRm в алфавите А 0 U А 0 (J {е, m) не содержит 
буквы d, не принадлежащей этому алфавиту. Поэтому слово eRm не 
может оканчиваться словом dZ. Следовательно, слово Z оканчивается 
словом eRm [I. § 3 . 1 0 . 1 0 ] , т. е. 
(271) Z=QxeRm 
для некоторого Ç r 

Имеем 
(272) T = UdQxeRm [(268), (271)] , 

Y=PdVcgUdQ1eRm [(265), (199), (272)] 

(273) = P1gJ/d<?1eÄm, 
где 

(274) P,=PdVc. 

Кроме того, 

(275) W = UdQ1 [(270), (272), I . § 3 . 9 . 4 ] , 

(276) Q=:cUdQ1 [(267), (275)] , 

откуда следует, что U есть, как и Q, слово в Аг U А 0 U А 0. Так как U 
не содержит при этом букв с и d, оно есть даже слово в алфавите 
А 0 U А 0 (J А 0, т. е. в А 5. Принимая это во внимание, усматриваем 
из равенства (273), что Y удовлетворяет условию Р. 10. Условие Р. 9 
отпадает в применении к У, так как h не входит в У. Следовательно, 
У есть слово 1-го разряда и, значит, g-слово [(273)]. Равенство (273) 
дает для У представление типа, рассматриваемого в леммах 4 .3 и 4 . 6 . 
Поэтому 

(277) [Y~ = P1[UdQ1

ûe[[UQ" №"[[[ис^^а[и* [ 5 . 3 ] , 

тогда как для [Х~ имеем равенство (37) [(29), 5 . 2 ] . 
Имеем далее 

PdV [Q"=PdV [cUdQ™ [(276)] 

(278) =PdVc[Utûd[Q1" [3 (7) , 3 ( 4 ) ] , 

(279) P^UdQ^PdVclirdlQ» [(274), 3 ( 7 ) , 3 ( 4 ) ] , 

[Q' = W'[Q\ [(276), 3 ( 7 ) , 3 (2 ) ] 
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(280) = [UQ\ [3(7)] , 

(281) [Q9 = [UQl [(276), 3 ( 7 ) , 3 (3 ) ] , 

(282) [Qff^lUQiRt [(281), 3 ( 7 ) ] , 

(283) [X- = PdVc[U-Uid[QieV[iQ"[Ru'[[[QR^z [(37), (278)1, 

(284) [Y~ = PdVc{ird [Q'?e[[Q"{R^"[[[QR<"-'°[Uш 

[(277), (279) , (280), (282)]. 

Здесь — проекция слова U на алфавит {а, Ь, с, d} — есть слово 
в алфавите А 0, так как буквы с и d не входят в U. V также есть 
слово в А 0. Р— слово в A r [Q™—также слово в А г Наконец, 

(285) [ [ С 1 а [ Д ш [ [ [ < Ш ~ а 

является словом в А 0. В самом деле, [Ç 1 есть слово в Ä 0 и потому 
— слово в Аа;. [R* есть слово в А 0, так как R — слово в А 0 U А0; 

[QR? есть слово в А 0 так же, как и [[QR9^, в силу чего [[[QR?^a есть 
слово в А 0. Мы имеем поэтому непосредственную выводимость § 5.1 (4), 
где роль Р играет наше теперешнее слово Р, роль Q играет V, роль 
R— [U*, роль S — [Q? и роль Т — слово (285). В силу (283) и (284), 
имеем, следовательно, 

(286) в 0 : [ Х ~ _1_[У~. 
Пусть теперь Y получается из X в результате подстановки слова he 

вместо вхождения слова eg. Тогда 

(287) X = ScgT, 

(288) Y = ShcT 

для некоторых S ж Т. 
Согласно (287), S*c*gT есть вхождение буквы с в X. Так как X 

удовлетворяет условию Р. 3, этому вхождению предшествует вхождение 
буквы d. Поэтому d входит в S. Пусть 

P^*d*V 

является последним вхождением буквы d в S. Тогда d не входит 
в слово V и 

(289) S^PjdV. 

Если бы буква с входила в V, мы имели бы 

V = VlCVz 

для некоторых V, и V2, не содержащих d. Отсюда следовало бы в силу 
(287) и (289), что 

Pjdy^cbVtfgT 
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И 
P^V^cV^ctgT 

суть два вхождения буквы с в X , между которыми нет вхождений 
буквы с?. Так как это противоречит условию Р. 5 для Х7 буква с не вхо
дит в V. 

Слово 1-го разряда X, содержащее букву g [(287)], является g-сло-
вом, и потому имеет место равенство (39), где Р — слово в А 2, Ç -
слово в A. U Ä 0 U Ä 0, R— слово в А 0 U А 0 и U — слово в А5 [4 .3 , 4 . 6 ] . 

Так как g входит в X лишь один раз, имеем 

(290) T = UdQeRm [(39), (287)], 

P = Sc [(39), (287)] 

(291) ^P^dVc [(289)], 

(292) Y =P1dVhcUdQeRm [(288), (289), (290)]. 

В силу (291), V есть, как и Р, слово в A r А так как V не содер
жит букв ежа, это есть слово в А 0. Равенство (292) показывает 
поэтому, что У удовлетворяет условию Р. 9; условие же Р. 10 в приме
нении к У отпадает, так как g не входит в У. Отсюда следует, что Y 
есть слово 1-го разряда и, значит, А-слово. X получается из У так, 
как в предыдущем случае У получалось из X , — путем подстановки 
слова eg вместо ВХОЖДЕНИЯ слова he [(287), (288)]. Поэтому сделанное 
в предыдущем случае заключение о непосредственной выводимости (286) 
справедливо теперь с переменой ролей X и У, т. е. имеем 

откуда следует непосредственная выводимость (286) [§ 5 . 1 . 5 ] . 
Таким образом, в обоих случаях У есть слово 1-го разряда и 

ß 0 : [X~~J_ [ У ~ , что и требовалось доказать. 
5.13. Если X есть слово 1-го разряда и S 1 : X У, то У есть слово 

1-го разряда и Е 0 : [Х~ JL.[Y~. 
Это следует из лемм 5 .4—5.12 в силу § 5 .1 .1 и § 5 . 1 . 3 . 
5 .14. Если X есть слово 1-го разряда и &г: X][_Y, то Y есть 

слово 1-го разряда и Е 0 : [ Х ~ _[]_ [ У ~ . 
Это следует из леммы 5.13 в силу § 1.6.1 и § 5 .1 .2 . 
5 .15. Если W — слово нулевого разряда, то fWm есть слово 1-го раз

ряда и 

(293) [fWm~ = W. 

В самом деле, пусть W есть слово нулевого разряда. Тогда W есть 
слово в А2, удовлетворяющее условиям Р. 1—Р. 5. fWm есть поэтому 
слово в {а, Ъ, с, d, е7 /, т) и, значит, в А 3. fWm, очевидно, удовле
творяет условиям Р. 1—Р. 5, так как W им удовлетворяет. fWm удовле
творяет условию Р. 7, так как Wm не содержит оперативных букв; 
fWm удовлетворяет условию Р. 11, так как fW не содержит т . Усло
виям Р. 6 и Р. 8 слово fWm удовлетворяет очевидным образом, так как 
буквы g, h, i, j , к, l не входят в fvVm, а единственное вхождение 
*f*Wm буквы / в это слово, очевидно, предшествует вхождению 
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буквы е в это слово. Наконец, условия Р. 9 и Р. 10 отпадают в приме
нении к слову fWm, так как оно не содержит ни g, ни h. Следовательно, 
fWm есть слово 1-го разряда и, значит, /-слово. 

Чтобы получить для fWm представление типа, рассматриваемого 
в леммах 4.1 и 4 .4 , представим слово W в виде QeR, что, как мы 
знаем, возможно [§ 5 . 2 ] . Имеем 
(294) W=QeR, 

fWm = IQeRm [(294)] 
— PfQeRm, 

где Р = А . Поэтому 

(295) [/ИГт~ = [Q^e [[Q* [R* [[[QR^a [5 .1 ] . 

Здесь Q, R и QR суть слова в Аг, в силу чего 
(296) [Qm = Q, 
(297) [<?1 = Л, 

(298) [<?Др = Л, 

(299) [BT = R. 

Из равенств (295)—(299) следует, что 

[fWm~ = QeR 

= W [(294)]. 

Имеем, таким образом, равенство (293), что и требовалось доказать. 
5.16. Если V и W — слова нулевого разряда и <Sj : fVm ]\_/Wm, то 
В самом деле, пусть V is. W суть такие слова нулевого разряда, 

что &г : fVm j^fWm. Тогда, согласно 5 .15, fVm и fWm — слова 1-го 
разряда и 

[fVm~=V, 

[fWm~ = W. 
С другой стороны, имеем тогда &0 : [fVm~~_]]_ [f\Vm~~ [5 .14] . Следова
тельно, S 0

: ^ J L ^ > ч т о и требовалось доказать. 
5.17. Если V и W — слова нулевого разряда, то 6 0 : F ][_W тогда 

и только тогда, когда 6 3 : fVm ^fWm. 
Это следует из лемм 2.10 и 5.16. 
6. Доказанная только что лемма 5.17 дает возможность перейти 

от теорем невозможности, касающихся исчисления S 0 , к теоремам 
невозможности, касающимся ассоциативного исчисления К г Мы полу
чаем таким образом следующие результаты. 

6 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом A 3 U{*}> 
аннулирующий те и только те слова вида X*Y (X, Y—слова в А3), 
для которых эквивалентность 
(1) ^:X±Y 
не имеет места. 
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6 . 2 . Проблема эквивалентности для исчисления Е 2 неразрешима. 
Докажем сначала теорему 6 .1 . 
Допустим, что ф есть нормальный алгорифм над А 3 U {*}, аннули

рующий те и только те слова вида Х * У (X, У —слова в А я), для 
которых эквивалентность (1) не имеет места. 

Построим алгорифмы 

(2) S i = 6 i [II . § 4 . 7 ] , 

(3) » 1 = ^ . . § 4 - 1 0 ^ 

(4) 8 з = е ^ } [П. § 4 . 7 ] , 

(5) ® 4 = * А * ± [И. § 4 . 2 ] , 

(6) 3 3 5 = е 1 3 [II. § 4.7] . 

Это — нормальные алгорифмы соответственно в алфавитах А 3, А 2, 
A 3 U {*}. А,, А 3 [II. § 4 . 2 , II . § 4 . 7 , II . § 4 . 1 0 ] , причем 

(7) 3 3 ^ ^ ) = / (W — слово в А2) [(2), I I . § 4 . 7 ] , 

(8) %z(UeV) = U (U, V — слова в [(3), II. § 4 . 1 0 - 5 ] , 

(9) %a(JV) = eam*f (W — слово в А2) [(4), II . § 4 . 7 ] , 

(10) © 4 (W) = W (W— слово в А2) [(5), I I . § 4 . 2 ] , 

(11) %s(W) = m (W — слово в А2) [(6), I I . § 4 . 7 ] 

Применим к алгорифмам 235 теорему III. § 4 . 4 . 2 , согласно 
которой построим такой нормальный алгорифм £ над объединением 
А 3 U (*} алфавитов алгорифмов 2 3 1 ( . . . , 235, что 

(12) € (X) ~ Ъх (X) 8 2 (X) 2?з (X) 234 (X) 233 (X) (X — слово в А 2 ) . . 

Для произвольных слов U и У в Aj имеем 

(13) » t {UeV) 332 (UeV) 233 (UeV) 334 (UeV) 235 (UeV) = fUeam *fUeVm 

[ ( 7 ) — ( 1 1 ) ] . 
Следовательно, 

(14) &(UeV) = fUeam*fUeVm {U, V — слова в А2) [(12), (13)]. 

Построим теперь алгорифм Ä как нормальную композицию алго
рифмов 6 и £>: 

(15) & = ф о < £ . 

£ есть нормальный алгорифм над А 2, как и d [(15), III. § 3 . 4 . 2 ] , 
и для слов U и V в А х, 

R(UeV) (Üe7)) [(15), III . § 3 .4 .3 ] 
(16à ~§(fUeam*fUeVm) 
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В силу (16), St аннулирует те и только те слова нулевого разряда 
UeV, для которых 

ф (f U earn * fUeVm) — А, 

а эти слова, согласно предположению об ф, суть те и только те слова 
нулевого разряда UeV, для которых эквивалентность 

(17) ^ifUeamJifUeVm 

не имеет места. 
Как нетрудно далее видеть, слово Uea является словом нулевого 

разряда, если UeV есть слово нулевого разряда. Поэтому к словам 
Uea и UeV применима лемма 5.17, коль скоро UeV есть слово нуле
вого разряда. 

Согласно этой лемме, эквивалентность (17) тогда и только тогда 
имеет место для слова нулевого разряда UeV, когда 

(18) <S0:Uea±UeV. 

Следовательно, St аннулирует те и только те слова нулевого раз
ряда UeV, для которых выводимость (18) не имеет места. Нормальный 
алгорифм $ над А 9 с этим свойством, однако, невозможен [§ 5 . 2 . 1 ] . 
Невозможен, стало быть, и нормальный алгорифм ф над А 3 U {*}, 
аннулирующий те и только те слова Х * У (X, Y—слова в А 3), для 
которых эквивалентность (1) не имеет места, что и требовалось дока
зать. 

Доказательство теоремы 4 .2 не представляет теперь труда. Можно 
получить 4 .2 как следствие из 4 . 1 , аналогично получению теоремы 
V- § 1.4.3 из теоремы V. § 1 .4 .1 . 

§ 7. Ассоциативное исчисление ( ц 

1. Пользуясь теоремой § 5 . 4 . 1 вместо теоремы § 5 . 2 . 1 , можно 
уточнить теорему § 6 . 6 . 2 о неразрешимости проблемы эквивалентности 
в исчислении &1У доказав, что для этого исчисления неразрешима 
даже проблема эквивалентности слову f^eam. Мы затрудняемся, однако, 
в явном виде написать это слово ввиду его большой длины. Сейчас 
мы покажем, что путем небольшого изменения можно получить из 
исчисления Êj новое ассоциативное исчисление 6 2 с неразрешимой про
блемой эквивалентности коротенькому слову feam, причем это новое 
исчисление будет, как и 6 1 , определяться фактически выписанной 
и не очень длинной системой соотношений. А именно, мы добавим 
к системе соотношений § 6 . 1 ( 1 ) , определяющей d19 4 новых соотно
шения 

If earn -«—> feam. (Ç Ç А Г ) , 
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что дает систему 37 соотношений 

(1) 

fd«~*gd 
he <—> eg 

? feam <—>feam ( Ç ^ A j ) . 

Ассоциативное исчисление в прежнем алфавите А 3, определяемое систе
мой соотношений (1), мы и обозначим через ß 2 . 

Как в § 6, условимся обозначать численными индексами при 
знаке «_L» указания на строки системы (1). Теперь эти индексы будут 
принимать значения 1 , . . . , 10. 

2. Следующие 3 леммы очевидны. 
2 . 1 . Если ^\X\_Y, то &2:X±Y. 
2 . 2 . Если Ê 2 : Z J _ y , то либо 6 3 : Z J _ y , либо &2:X±_WY. 
2 . 3 . Если Ц : Х 1 1 П У, то слово feam входит как в X, так и в У . 
Из леммы 2 . 1 , в силу § 1 .6 .1 , следует лемма 
2 . 4 . Если Ê j . X J L y , то <S,2:X±Y. 
Докажем следующую лемму. 
2 . 5 . Если слово feam входит в У и ( £ 2 : X J J _ y , тио может быть 

указано слово Z, также содержащее вхождение слова feam и такое, 
что <£3 : X J J _ Z -

В самом деле, пусть слово feam входит в У и 6 2 : Х _ [ [ _ У . Тогда, 
согласно § 1 .6 .1 , имеется такой ряд слов Х0,. . ., Хп (п^О), что 

В силу (2), слово feam входит в Хп. Пусть г означает наименьшее из 
чисел s, для которых слово feam входит в Х8. Тогда слово feam не 
входит в при 0 < > < > , откуда, согласно 2 . 3 , следует, что ни для 
одного из таких 5 не может иметь место смежность 

а ) 

(2) 

(3) 

(£2 : X e _ 2 J _ 1 0 Xs. 
Отсюда следует, что 

<4) [(3), 2 . 2 ] . 

Положим 
(5) Z = Xr. 
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Тогда Z есть искомое слово. 
Действительно, слово feam входит в Z, согласно определению числа гТ 

is g, :X]LZ в силу (1), (5) и (4). 
2 . 6 . Для всякого слова U в Аг 

(6) @2 : U feam ]\_feam. 

В самом деле, эквивалентность (6), очевидно, имеет место при 
U = A. Допустим, что она имеет место для некоторого слова U в А р 

и покажем, что тогда для всякой буквы £ алфавита Аг 

(7) &2 : Ufyeam JL feam. 

Имеем, действительно, 

Ё 2 : UXjeam J_10C/"feam 

JLfeam [ ( 6 ) 1 , 

откуда следует (7). Следовательно, эквивалентность (6) имеет место 
для всякого слова U в А1У что и требовалось доказать. 

2. 7. Для всякого слова U в Аг 

6 2 : fUearn JL feam. 

В самом деле, если U есть слово в А х , то 

6 2 : füearn $_Uj'earn [§ 6 . 2 . 1 , 2 . 4 , § 1.6. 6 | 

Л feam ( 2 . 6 ] . 

2 . 8 . Если UeV есть слово нулевого разряда и 

(8) <&2:fUeVmJifeam, 

то 

(9) b0:UeV±Uea. 

В самом деле, пусть выполнены условия этой леммы. Тогда, согласно 
2 . 5 , имеется слово Z, содержащее вхождение слова feam и такое, что 

(10) ^'.fUeVmJLZ. 

fUeVm есть слово 1-го разряда [§ 6 .5 .15 ] и 

(11) [fUeVm- = UeV [§ 6 . 5 . 1 5 ] . 

Z также есть слово 1-го разряда [(10), § 6 . 5 . 1 4 ] и 

(12) &0:UeVJL[Z~ [(10), § 6 . 5 . 1 4 , (11)] . 
feam входит в Z, т. е. 

(13) Z=XfeamY 
для некоторых X и 7 . 

(14) У = А , 
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так как слово 1-го разряда Z удовлетворяет условию Р. 11. Таким 
образом, 

(15) Z^Xfeam [(13),, (14)] , 

Z есть, поэтому, /-слово и равенство (15) дает для Z представление 
типа, рассматриваемого в леммах § 6 . 4 . 1 и § 6 . 4 . 4 (при Q=A). 
Отсюда следует, что X есть слово в Аг [§ 6 . 4 . 4 ] и что 

(16) [Z~ = Xea [§ 6 . 5 . 1 ] . 

Следовательно, 

(17) (£0:UeV±Xea [ (12), (16) ] , 

(18) U = X [(17), § 5 . 5 . 2 ] . 

В силу (17) и (18) имеет место выводимость (9) , что и требовалось 
доказать. 

2 . 9 . Если UeV есть слово нулевого разряда и имеет место выводи
мость (9), то имеет место эквивалентность (8). 

В самом деле, мы имеем тогда 

(19) ' &г: fUeVm±fUeam [(9), § 6 . 2 . 1 0 ] , 

(20) <£2:fUeVm±fUeam [ (19) , 2 . 4 ] . 

Здесь U — слово в А 3, так как слово нулевого разряда UeV удовле
творяет условию Р. 1. Поэтому 

(21) е 2 : f U earn Ц/еат [2 .7] . 

Из эквивалентностей (20) и (21) следует эквивалентность (8) . 
2 .10. Если UeV есть слово нулевого разряда, то выводимость (9) 

имеет место тогда и только тогда, когда имеет место эквивалент
ность (8). 

Это следует из лемм 2 . 8 и 2 . 9 . 
3. Докажем теперь следующую теорему. 
3 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 3 , аннули

рующий те и только те слова в А3, которые не эквивалентны в исчисле
нии S 2 сливу feam. 

В самом деле, построим нормальный алгорифм 23 в алфавите A s 

со схемой 
ml^im ($€А 2 ) 

- т-> -т 
-> fm. 

Как нетрудно видеть, имеем 

(1) %(W) = fWm 

для всякого слова W в алфавите А 2. 
Допустим, что имеется нормальный алгорифм «£> над А л , аннули

рующий те и только те слова в А 3, которые не эквивалентны в 6 9 

слову feam. 
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Построим алгорифм Ä как нормальную композицию алгорифмов © 
и ф: 
(2) Ä = feoö. 

Ä есть нормальный алгорифм над А 2 [ ( 2 ) , Ш. § 3 . 4 . 2 ] и 

St(W)~Ç(fWm) (W — слово в А 2) [ ( 2 ) , I I I . § 3 . 4 . 3 , ( 1 ) ] , 

откуда следует, что Я аннулирует те и только те слова нулевого 
разряда UeV у для которых 

$(fUeVm) = A. 

(Согласно предположению об ф, это суть те и только те слова нулевого 
разряда UeV у для которых но имеет места эквивалентность 2 ( 8 ) . 
Согласно лемме 2 . 1 0 заключаем, что нормальный алгорифм $ над А 2 

аннулируот те и только то слова нулевого разряда UeV, для которых 
не имеет места выводимость 2 ( 9 ) . Такой алгорифм, однако, невозмо
жен [§ 5 . 2 . 1 | . Следовательно, невозможен и нормальный алгорифм ф 
над Ая, аннулирующий то и только то слова в А п, которые не экви
валентны в К2 слову feam. 

Пользуясь неоднократно примененным методом, получаем, как 
следствие из теоремы 3 . 1 , слодующий результат. 

3 . 2 . Проблема эквивалентности слову feam в ассоциативном исчисле
нии ffa неразрешима. 

§ 8 . Нормальные исчисления Поста (Кя и ff4 

1. Применяя к ассоциативному исчислонию <£2 построение, указан
ное в тоороме § 4 . 7 . 1 , получаем нормальное исчислоние Поста <L> 
в алфавите 

А 0 = {а, Ь} с, в, с, /, g, h, i, / , Ä , / , m, n} 

со следующими нопосродствоиными выводимостями: 
(1) K € A „ 7,6 A,) , 

<2) ( Сз 
(3) « , : 

(*) • ( C € A ( I ) , 

(5 ) 

(6) 
(7) « я dfP\-Pdh, 

(8) :jdP\-Pgd, 

(9) «s :ltcP\-Pcg, 

(10) :X,fo.amP\-Pfeam (ÇgA,), 

(И) 7)€A 4 ) , 
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(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Ъ9:ЪР\-РеЦ 

da:%nP\- РЬп> (£<=А0), 
Ь3:&Р\-РЬ% 

Zs:gZP[-PZ& 

S 3 : dhP\~Pdf, 

d5:gdP\-Pfd, 

<£3 : cgP\—Phc, 

<£s:feamP\- PQeam ('( £ A3 ) , 

ÇS:9P\-P9 ( ? € A 6), 

где P означает произвольное слово в А 6. 
Как нетрудно подсчитать, система непосредственных выводимостеи, 

определяющая & 3, состоит из 88 непосредственных выводимостеи. 
Из теоремы § 4 . 7 . 1 вытекает следующий результат. 
1.1. Каковы бы ни были слова Q и R в А8, для эквивалентности их 

в К 9 необходима и достаточна выводимость 

Как следствие отсюда имеем 
1.2. Слово W в А 3 тогда и только тогда эквивалентно в 6 0 

слову feam, когда слово Wn выводимо в 6 3 из слова feamn. 
Обозначим через S 4 нормальное исчисление Поста в А 3 с непосред

ственными выводимостями (1)—(21) и с данным исходным словом feamn. 
Согласно 1.2, имеем тогда следующий результат. 

1.3. Слово W в А 3 тогда и только тогда, эквивалентно в Ê 2 

слову feam, когда слово Wn выводимо в ß 4 . 
2. Пользуясь тем, что нормальный алгорифм в Aß со схемой 

перерабатывает всякое слово W в алфавите А 3 в слово Wn, и действуя 
согласно неоднократно примененному методу, мы получаем с помощью 
теорем 1.3 и § 7 . 3 . 1 следующий результат. 

2 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над А6, аннулирующий те 
и только те слова в А е. которые не выводимы в (£4. 

Отсюда легко получить далее теорему 
2 .2 . Проблема выводимости для исчисления fë4 неразрешима. 
Исчисление 6 4 является, таким образом, конкретным и не очень 

сложным примером нормального исчисления Поста с данным исходным 
словом и с неразрешимой проблемой выводимости. 

S 3 : Qn\=Rn 

nl^ln (£€А 3 ) 

{ /г-> • п 
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§ 9. Комбинаторная проблема Поста 

1. Пусть А — произвольный алфавит, со и (i —различные между 
собой буквы, не принадлежащие А. 

Будем пользоваться буквой а для записи пар слов в А; пару слов 
Р и Q в А будем записывать в виде 

POLQ. 

Будем пользоваться буквой ß для записи систем пар слов в А; систему 
таких пар i ^ , . . . , Р 8 будем записывать в виде 

Пару слов в А мы будем, таким образом, записывать в виде сло
ва в алфавите A | J { а } ; систему пар слов в А — в виде слова в A (J {а, ß}. 

Пусть Аг, Вг (r = l , . . . , s) — слова в А. Будем говорить, что система 
пар этих слов 

сочетаема, если 

(1) Ari...Ar=Bri...Bft 

для некоторого целого положительного t и некоторых t чисел г , , . . . , rt 

из ряда 1 , . . . , s. 
Во всяком непустом алфавите А существуют как сочетаемые, так 

и не сочетаемые системы пар слов. Например, если у ÇA, то система 

yctyß 
сочетаема, а система 

yayyß 
не сочетаема. 

В связи с понятием сочетаемости возникает следующая массовая 
проблема. 

Для данного алфавита А указать единый общий конструктивный 
метод, позволяющий распознавать для любой системы пар слов в А 
сочетаема ли она. 

Эта проблема была формулирована Постом[2 7]. Ее можно следую
щим образом уточнить как нормальную массовую проблему. 

Для данного алфавита А и данных букв а и р , применяемых для 
записи систем пар слов в А, построить нормальный алгорифм над 
алфавитом A U {ос, ß}, применимый ко всякой системе пар слов в А 
и аннулирующий такую систему тогда и только тогда, когда она 
сочетаема. 

Эту проблему мы будем называть комбинаторной проблемой Поста 
для алфавита А или общей проблемой сочетаемости для А. 

Можно также при исследовании сочетаемости систем пар слов в А 
ограничиться рассмотрением систем, состоящих из данного фиксиро
ванного числа пар. Это ведет к постановке следующей нормальной 
массовой проблемы. 
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Для данного алфавита А, данных букв а и р , применяемых для 
записи систем пар слов в А, и данного целого положительного числа s 
построить нормальный алгорифм над A IJ {а, ß}, применимый ко вся
кой системе s nap слов в А и аннулирующий такую систему тогда 
и только тогда, когда она сочетаема. 

Эту проблему будем называть ограниченной проблемой сочетаемости 
для алфавита А и числа s. 

Мы покажем в этом параграфе, что даже ограниченная проблема 
сочетаемости для алфавита А и числа s неразрешима, коль скоро А 
содержит более одной буквы, а 5 ^ 9 0 . Тем более неразрешима общая 
проблема сочетаемости для всякого алфавита, содержащего более одной 
буквы — результат Поста [ 2 7 ] . 

2. Доказательства этих результатов будут основаны на применении 
идей Поста [ 2 7 ] к исчислению @ 3 . Мы воспользуемся при этом некото
рыми особенностями исчисления 6 3 , делающими излишним первый этап 
рассуждений Поста. 

Представим систему непосредственных выводимостеи § 8.1 (1)— 
§ 8. 1 (21) исчисления (£3 в виде 

(1) £ 3 :СгР|— PDf ( 1 < г < 8 8 ; Р — слово в А), 

где 

С1 = а/, 

Д 1 = / а , 

(2) Css=n, 

(3) # 8 8 = " -

В дальнейшем мы используем равенства (2) и (3), а также сле
дующие свойства Сг и Dr. 

2 . 1 . При ( 1 ^ 7 * ^ 8 7 ) буква п не входит ни в слово Сг, ни в слово Dr. 
2 . 2 . Все слова Cr и Dr непусты. 
Что все это действительно так, легко убедиться, просматривая 

систему непосредственных выводимостеи § 8 .1(1)—§ 8 . 1 ( 2 1 ) . 
Докажем теперь некоторые леммы. 
2 . 3 . Если 6 3 : X\=Y, то 

( 4 ) XDTx...Dri = CTx...CriY 

для некоторого t^O и некоторых чисел r1,..., rt из ряда 1 , . . . , 88. 
В самом деле, пусть 6 3 : Х | = У . Тогда, согласно § 4 . 1 . 4 , имеется 

такой ряд слов Х0,..., Xt (t^O), что 

(5) Х 0 = Х , 

(6) Xt = Y, 

(7) Q^.X^y-X, (0 < ? < * ) • 
20 А. А. Марков 
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Каждая из непосредственных выводимостеи (7) имеет один из 
видов (1), т. е. при всяком q из ряда 1 , . . . , t найдутся слово Pq 

и число rq из ряда 1 , . . . , 88 такие, что 

(8) Х М = С Г ^ , 

(9) X, = PqD,q. 

Покажем, что 

(Ю) XDrim..Dr9 = Cri...CnXi ( 0 < < 7 < * ) . 

При q = 0 равенство (10) имеет место [I . § 3 . 6 . ( 4 ) , (5)]. Допустим, 
что оно имеет место при q = p — 1, где р есть число из ряда 1, , t. 
Имеем тогда 

( П ) XDrr..Drp_1 = Crr..Crp_lXr_v 

XDri<..Drp = Cri...Crp_1Xp_1Drp [(11), I. § 3 . 6 ( 5 ) ] 

^...Cr^Cr^Dr, [(8)1 

= Cri...CrpXrp [ I . § 3 . 6 ( 5 ) , (9)1, 

и, следовательно, равенство (10) имеет место при q — p. Этим доказано, 
что равенство (10) действительно соблюдается при O^q^t. В частности, 
оно верно при q = t, т. е. 

XDri.. »Dr^= Crx.. »CriX^ 

= Cr,...CrtY 1(6)]. 

Таким образом, равенство (4) действительно имеет место для 
выбранных нами t и rV9..,rt, что и требовалось доказать. 

2 .4 . Пусть X и Y — слова в алфавите А6, причем буква п входит 
в X. Если для некоторого натурального числа t и некоторых чисел 
rv..., rt из ряда 1, . . . , 88 имеет место равенство (4) , то 6 Я : Х { = У. 

В самом деле, пусть это равенство имеет место для некоторого 
числа t и некоторых гГ..., rt из ряда 1,..., 88. Положим 

(12) Rq = XDrx...Drq_x (0 < ? < *), 

(13) Sq = Cri...Crg (0<q<t). 

Обозначим через и число вхождений буквы п в X; через vq— число 
ее вхождений в Rq; через uq — число тех чисел р из ряда 1 , . . . , q—1, 
для которых 

г, = 88 

( 1 < Î < . + 1). 

Имеем 
(14) v4 = u + uq ( 0 < ? < « ) [(12), (3), 2.1] 
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и вместе с тем усматриваем, что uq есть число вхождений буквы п 
в слово £ м [(13), (2), 2 . 1 ] . В силу (14), vg>ugi так как, по пред
положению, г г > 0 . Поэтому слово Ед_г не может начинаться словом 
Rg (О "С 3 ^ 0 - Если для некоторого q имеем г^=^=88, то, по определению 
чисел ид и z/ç+1, имеем 

(15) ид+1 = ид, 

(16) * * > B W [(14), (15)] , 

откуда аналогичным образом заключаем, что и £ ? не может начинаться 
словом Rg. Но слова Sq и Л ? суть начала одного и того же слова 
(Q<Zq^t) [(4), (12), (13)]. Поэтому одно из слов Sg, Rq есть начало 
другого [ I . § 3 . 1 0 . 3 ] . Следовательно, Rg начинается словом Sg> если 
7-^4^88. Если же rff = 88, то 

(17) Sq = S^n 1(13), I . § 3 . 6 ( 5 ) , (2)] 

и, следовательно, слова Rq и S^n являются началами одного и 
того же слова. Отсюда, принимая во внимание, что Rg не есть начало 

заключаем, что S^n есть начало Rq [I. § 3 . 1 0 . 9 ] . Таким обра
зом, Rq ж в этом случае начинается словом Sq [(17)] . 

Мы доказали тем самым, что Rq начинается словом Sg при 
0<Cq^t, т. е., что 

(18) Rq = SqPq ( 0 < g < * ) 

для некоторых слов Р2,..., Pt. 
Положим 

(19) Х0 = Х, 

(20) X,=:PtDrt (0 < ? < * ) . 

При 1 < q ̂  t имеем 

R ^ R ^ B ^ [(12), I. § 3 . 6 ( 5 ) ] 

= Sq-1Ps-1Vrq_, [(18)1 

(21) = 5 М 1 М [(20)]; 

имеем 
(22) . &i = X0 [(12), I. § 3 . 6 ( 4 ) , (19)]; 

при 0<Zq^t имеем 

(23) Sq = Sq_,Crq [(13), I. § 3 . 6 ( 5 ) ] , 

(24) R^S^C^P, [(18), (23)] . 
20* 
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Сопоставляя при l<Cq^t равенства (21) и (24), получаем согласно 
I. § 3 .9 .3 

(25) Xq^CrqPq. 

Равенство (25) верно и при q = 1 [(22), (24), (13), I. § 3 . 6 ( 4 ) ] . 
Из равенств (20) и (25) следует, что 

(26) H * , ( 0 < ? < 0 -

Имеем, кроме того, 

(27) Xt = PtDrt [ (20)] , 

StXt = RtDrt [(27), (18)] 

= XDr%...Dti | (12) , I. § 3 . 6 ( 5 ) ] 

(28) =SÉY [(4), (13)1, 

(29) Xt=Y [(28), I . § 3 . 9 . 3 ] . 

В силу (19), (26) и (29), имеем (£3 : X\=Y, что и требовалось дока
зать. 

2 . 5 . Пусть X и Y — слова в А 6, причем буква п входит в X. Тогда 
для выводимости Y из X в исчислении (£3 необходимо и достаточно, 
чтобы равенство (4) соблюдалось для некоторого натурального числа t 
и некоторых чисел гг, . . . , rt из ряда 1 , . . . , 88. 

Это следует из лемм 2 .3 и 2 .4 . 
Принимая далее во внимание, что выводимость в исчислении ß 4 

равносильна выводимости в исчислении S 3 из слова feamn, содержа
щего п, получаем следующую лемму. 

2 . 6 . Слово Y тогда и только тогда выводимо в исчислении б 4 , когда 

(30) feamn Drt... Dr£ = СГх... Cr% Y 

для некоторого натурального числа t и некоторых чисел гг,. . . , rt 

из ряда 1 , . . . , 88. 
3. Из теоремы § 8 .2 .1 и леммы 2 .6 вытекает следующая теорема. 
3 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 6, аннули

рующий те и только те слова Y в А 6, для которых равенство 2 (30 ) 
не удовлетворяется ни при каком выборе натурального числа t и чисел 

rf. 
Подчеркиваем, что в отличие от определения сочетаемости здесь 

допускается равенство числа t яуто. 
4. От теоремы 3.1 можно теперь перейти к проблеме сочетаемости. 

Для этого расширим алфавит введением новой буквы о, что дает алфавит 

А^ = {а, Ь, с, d, е, /, g, h, i, j , k, l, m, n, o). 

Определим для слов в А 6 следующие две операции левого и правого 
разбавленйя1 левое разбавление — замена всякой буквы £ словом о£, 
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т. е. вставка буквы о слева от каждой буквы; правое разбавление — 
замена всякой буквы £ словом £о, т. е. вставка буквы о справа от 
каждой буквы. Результат левого разбавления слова Р будем обозначать 
символом [Р*, результат правого разбавления слова Р — символом [Р*. 
Согласно определениям 

(1) i ^ = s £ ; : : : : - * | , 

(2) [Р*=$1::::;::Р\ 

для всякого слова Р в А6. 

Для всяких слов Р и Q в А в имеем 

(3) [PQ«=[P« [<Г [(1), II. § 4 . 1 4 ( 1 ) ] , 

(4) [PQ* = [P»[Q* [(2), II. § 4 . 1 4 ( 1 ) ] . 

Очевидно, кроме того, что для всякого слова Р в А 6 

(5) [Р«о = о[Р>. 
Слово Р, очевидно, может быть однозначно восстановлено по слову 

[Р*. Для этого надо лишь отбросить все буквы, стоящие на четных 
местах. Отсюда вытекает справедливость следующей леммы 

4 .1 . Если [P* = [Q*, то P = Q. 
Положим 

(6) ЕГ=[С? 
(7) F, r = [D7 Г ^ ^ 
(8) JEsa = oo, 

(9) F 8 9 = o[/eamn" 

= oofoeoaomon 1.(1)1 > 

(10) F„ = oo. 

Условимся применять для записи систем пар слов в алфавите А 7 

буквы х и у, не принадлежащие А 7, в роли a и ß [1]. 
Докажем следующую лемму. 
4.2 . Если имеет место равенство 2 (30) , то система пар слов 

(11) E1xF1y...E%uxF^y, 
где 
(12) Ew = [Y*o, 

сочетаема. 
В самом деле, тогда 

ЕпЕГх...ЕиЕю = оо[С?х...Щ[Г»о [(8), (6), (12)] 

= oo[Cri...CtiY»o [(4)1 
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= o[Cri...CrtY*>oo [(5)] 

= o[feamnDr,...D?too [2(30)] 

= о [feamn" [D* ... Щоо [(3)] 

= F&9Fri...FrtFgo [(9), (7) , (10)] 
и, следовательно, 

(13) E.l...E<=F*'--F'« 
где 
(14) u = t + 2, 

s, = 89, 

** = V-i ( 1 < д < в ) , 

s t t = 90. 

Так как здесь и > 0 , равенство (13) показывает, что система (11) соче
таема. 

Докажем теперь обратное утверждение. 
4 . 3 . Если Y—непустое слово в А 6 и система пар (11), где Е90 опре

деляется равенством (12), сочетаема, то для некоторого натурального 
числа t и некоторых чисел rv . . ., rt из ряда 1 , . . . , 88 имеет место 
равенство 2 (30). 

В самом деле, пусть выполнены условия этой леммы. Тогда для 
некоторого положительного числа и и некоторых чисел sv...,su имеет 
место равенство (13). 

Так как слова Сг и Dr непусты [2 .2] , слова Е8 и F8 также непусты 
[(6)—(10), (12)]. Слова Е8 при этом оканчиваются буквой о [(6), (8) , 
(12)], а слова F8 начинаются этой буквой [(7), (9), (10)] . 

С другой стороны, так как Cr ( l ^ r ^ . 8 8 ) и Y — непустые слова 
в алфавите А б, слова Е8 при s =^=89 начинаются буквой этого алфавита 
[(6), (12)]; так как Dr ( 1 ^ г ^ 8 8 ) и feamn — непустые слова в A ß, 
слова Fa при $ 90 оканчиваются буквой алфавита Аб [(7), (9)]. 

В силу (13), первые буквы непустых слов E8t и F8î совпадают, 
равно как и последние буквы слов Е8и и F,u. Так как все F8 начинаются 
буквой о, а все Е8 оканчиваются ею, ESl, стало быть, начинается этой 
буквой, a F8u оканчивается ею. Отсюда следует, согласно только что 
сказанному, что 

(15) ^ = 8 9 , 

(16) 5„ = 90. 

Имеем поэтому и=£1, т. е. 

(17) г г > 2 . 

Рассмотрим1 сначала тот случай, когда числа 89 и 90 не встречаются 
среди чисел $2,,..ysu^, т. е. когда каждое sq ( 1 < д О ) есть одно 
из чисел ряда 1 , . . . , 8 8 . Полагая в этом случае 
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(18) t = u — 2, 

< 1 9 > r , = V l ( 1 < г < о , 
будем, иметь 

* > 0 [(17), ( 1 8 ) 1 , 

o a [ C n . . . C r i y - o = £ 8 , J B r i . . . J B r ^ e o [(4), (8 ) , (6>, (12)J 

= Е^Еь [(15), (19) , (18) , (16)] 

=F.lF.t...F^_lFt, [(13)] 

= ^ ,

8 e ^ r 1 . . . F P 4 F n 0 [(15), (19), (18), (16)] 

= o[feamnDri...D?too [(9), (7) , (10) , (3)] 

<2Û) = oo [feamn Dr,...D?to [(5)] 

[C, . . .C*RI У " = [feamnDri.. -Щ [(20), I . § 3 . 9 . 3 , 1 . § 3 . 9 . 4 ] , 

©ткуда, согласно лемме 4 .1 , вытекает равенство 2 (30 ) . 
Допустим теперь, что хотя бы одно из чисел 89 и 90 встречается 

среди чисел s 2 s „ _ v Пусть тогда v означает наименьшее из чисел 
2, ,ц—1 такое, что s„ = 89 или s„ = 90. Имеем 

(21) 5 f f < 8 8 ( 2 < < ? < г ; ) . 

Рассмотрим слова 

(22) Еъ...Ен 

И 
<23) F9l...F4. 
В силу (13), они суть начала одного и того же слова, откуда следует, 
что одно из них начинается другим [I. § 3 . 1 0 . 3 ] . 

Допустим, что 
(24) *0 = 89. 

Тогда 

Е.1...Е99=оо{С$..ЛС^1оо [(15), (8) , (21), (6) , (24)] 

<25) =оо[СШй...С£_1оо [ (4)) , 

F.l...Fb=o[jeamn«[Dlm..[D^lo[feamn'« [(15), (9) , (21), (7) , (24)] 

{26) =o[feamnD9i.. .Df^oofoeaomon [(3), (1)] . 

Принимая во внимание, что слово либо пусто (при v = 2), 
либо оканчивается буквой о (при v^>2) [(2)], усматриваем, что в слово 
ESi...Ese входит слово ооо [(25)]. В силу (26), ооо не входит, однако, 
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в F8l...F8c, так как [feamn DSi.. .Z)^—результат левого разбавления 
непустого слова в алфавите А 6 оканчивается буквой этого алфавита 
и не содержит вхождений слова оо [(1)]. Поэтому слово (23) не начи
нается словом (22). С другой стороны, в слово (23) входит, согласно 
(26), слово вида £оо/, где £ есть буква алфавита А6 (а именно последняя 
буква слова feamn Д> 2 . . . / \ _ , ) . Но никакое слово этого вида не входит 
в слово (22), так как, согласно (25), слово (22) либо равно оооо, либо 
имеет вид оо^о^о.. ^wooo, где \ v суть буквы алфавита Аб [(2)]. Поэтому 
и слово (22) не начинается словом (23). 

Равенство (24), таким образом, невозможно и, следовательно, 

(27) ,9, = 9 0 . 

Имеем поэтому 
E9l...£8v===oo[C?i...[C?^1[Y»o [(15), (8) , (21), (6), (27) , (12)] 

(28) =oo[CH...C9„Y»o [ (4 ) ] r 

Fei...Fe,= o[feamri*[Dî...[D,\_loo [(15), (9) , (21), (7), (27), (10)} 

= о [feamnD,,.. .DT^oo [(3)] 

(29) = oo[feamnD9%...D?^lo [ (5 ) ] . 

Принимая во внимание, что одно из слов (22) и (23) начинается 
другим, усматриваем из равенств (28) и (29), что одно из слов 

(30) [C8i...C8v_J»o, 

(31) [feamn D9t...D9*l_xo 

начинается другим [I. § 3 .10 .11] . Ввиду того, что слова С*2.. . С # в — 1 У 
и feamn D8i.. ,D9v_x непусты, каждое из слов (30) и (31) оканчивается 
словом оо [(2)]. Вместе с тем ни одно из слов [C8z...C9f_tY ^ 
и [feamnD9г.. .A£_. не содержит вхождений слова оо [(2)]. Поэтому 
слово (30) не входит в слово 

(32) [feamnDH...DZ_x, 
а слово (31) не входит в слово 

(33) V , , . . . c . _ , r - . 
Между тем, если бы слова (30) и (31) были различны, то в силу того, 
что одно из них начинается другим, либо слово (32) начиналось бы 
словом (30), либо слово (33) — словом (31) [I. § 3 . 1 0 . 7 ] . СледовательноТ 

слова (30) и (31) равны: 

(34) [feamn D9t... о = [ С, 2 . . . С # м У "о, 
откуда 
(35) feamnD8i...D9^=C82...C8v__J [(34), I. § 3 . 9 . 4 , 4 . 1 ] . 

Равенство (35) может быть переписано в виде 2 (30) , где 
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Лемма, таким образом, доказана. 
4 . 4 . Если Y непустое слово в А 6, то система пар (11), где Z?90 опре

деляется равенством (12), тогда и только тогда сочетаема, когда для 
некоторого числа t и некоторых чисел тг,9тЛ,т{ ив ряда 1, , 88 соблю
дается равенство 2 (30 ) . 

Это следует из лемм 4 .2 и 4 . 3 . 
5. Положим 

А8 = {а, 6, с, d, е, /, g, h, i, /, k, l, m, n, о, x, y). 

Опираясь на результаты 3.1 и 4. 4, докажем следующую теорему. 
5. 1. Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 8, аннули

рующий те и только те системы 90 пар слов в алфавите А 7, которые 
не сочетаемы. 

Построим прежде всего нормальные алгорифмы 

(1) 551 = ^ Л - » p L § 4 . 7 ] r 

(2) » , = ^ : L : ; : ; : : F L P * . § 4 . i 4 ] , 

^A8 

(3) » 3 = 6 ^ [П. § 4 . 7 ] . 

®i и ®з С У Т Ь нормальные алгорифмы в А 8, причем 

(4) °b,{P) = E1xF1y...EaaxFety ( Р - с л о в о в А8) [(1), I I . § 4 . 7 ] , 

(5) 333 (P) = oxFMу (Р — слово в А8) [(3), II . § 4 . 7 ] ; 

332— нормальный алгорифм над А 7 и 

(6) S32(Р) = [Р* (Р-слово в А 6) [(2), II . § 4 . 1 4 ( 3 ) , 4 ( 2 ) ] . 

S j , 23г и 333 суть, таким образом, нормальные алгорифмы над А 6. При
меним к ним теорему III . § 4 . 4 . 1 , согласно которой построим такой 
нормальный алгорифм £ над А 6, что 

(7) 6 ( У ) ~ а 3 1 ( У ) а 3 2 ( У ) 2 3 3 ( У ) ( У - с л о в о в А 6). 
Имеем 

d (Y)=:EJxF1y...E82xFs,y[Y-oxF,0y [(7), (4) , (5), (6)] 
(8) =E1xF1y...EQ0xFçoy (Y — слово в A 6), 

где Em определяется равенством 4(12) . 
Допустим теперь, вопреки доказываемому, что имеется нормальный 

алгорифм <£> над А 8, аннулирующий те и только те системы 90 пар 
слов в А 7, которые не сочетаемы. Построим алгорифм $ 0 как нормаль
ную композицию алгорифмов S и ф: 
(9) £ 0 = £ о < £ . 

5te есть нормальный алгорифм над А б [(9), III . § 3 . 4 . 2 ] , причем 
Я 0 ( У ) ~ ф ( е ( У ) ) [(9), III . § 3 . 4 . 3 ] 

(10) =z${ßlxFiy...EvtxFwy) (У — слово в А6) [(8)] , 
где Ей0 определяется равенством 4 ( 1 2 ) . 
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В силу (10), алгорифм $ 0 тогда и только тогда аннулирует слово У 
в А6, когда •£> аннулирует систему пар Е{хРгу.. .E90xFQOy, т. е. когда 
эта система не сочетаема. 

Построим, наконец, нормальный алгорифм $ над А 6 согласно теореме 
разветвления III. § 5 .1 .1 таким образом, что 

. . . . [ « А . , А (У) ( 7 - с л о в о в А,, Эи . , А ( У ) = А) 
{ ' ^{)-\Stn(Y) ( У - с л о в о в А 6, 5 1 А б , д ( У ) ^ А ) . 

Здееь 2tА6, л — тождественный алгорифм в алфавите A e [II. § 4 . 2 ] : 

(12) Я Д а > л ( У ) = У (У —слово в А в). 

Согласно (11) и (12), 
Ä ( A ) = A 

и 
Я ( У ) ~ Я о ( У ) 

для всякого непустого слова Y в А 6. Следовательно, Ä аннулирует 
пустое слово, а также те и только те непустые слова в А в, которые 
аннулирует $ 0 . 

Но непустые слова в А 6, аннулируемые алгорифмом $ 0 , это, согласно 
выясненному выше, суть непустые слова Y в А 6, для которых система 
EjXFjy.. .EmxF$0y с Е90, равным [У^о, не сочетаема. Согласно 4 .4 , 
это — те и только те непустые слова У в А 8, для которых ни при каком 
выборе числа t и чисел r 2 , . . . , r f из ряда 1 , . . . , 88 не соблюдается 
равенство 2 (30). 

Это равенство не может быть соблюдено и при У = А, так как тогда, 
в силу 2 (2 ) , 2(3) и 2 . 1 , чиело вхождений буквы п в левую часть 
равенства 2 (30) было бы на единицу больше числа ее вхождений в его 
правую часть, как бы ци выбирались числа £, г г , . . . , rt. 

Следовательно, нормальный алгорифм & над A ß аннулирует те и 
только те слова У в А 6, для которых равенство 2 (30) не соблюдается 
ни при каком выборе числа t и чисел г , , . . . , rt из ряда 1 , . . . , 88. Такой 
алгорифм, однако, невозможен [3 .1] . Невозможен поэтому и нормаль
ный алгорифм ф над А 8, аннулирующий те и только те системы 90 пар 
слов в А7, которые не сочетаемы, что и требовалось доказать. 

Основываясь на теореме 5.1 и пользуясь методом, уже неоднократно 
примененным в аналогичных случаях, получаем следующий результат. 

5 .2 . Ограниченная проблема сочетаемости для алфавита А 7 гг числа 
90 неразрешима. 

Здесь легко далее перейти от пятнадцатибуквенного алфавита А 7 

к двухбуквенному алфавиту А0. Для этого можно воспользоваться 
методом переводов, уже сослужившим нам службу при подобных пере
ходах. 

Определим переводы слов в алфавите А 8 согласно I. § 6.1 и I. § 6. 2, 
причем роль В будет играть алфавит {х, у}, роль у 1 ? . . . , у / с — буквы 
a, è , . . . , o алфавита А 7, роль а и ß — буквы а и Ъ. Роль А будет, 
следовательно, играть алфавит {а, Ь, х, у), роль Б — алфавит А 8. Будем 
иметь 
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(13) 

[àc=aba 
[bx = ab2a 

[oT=abl*a 
[хх — х 

В силу (13), верны следующие утверждения. 
5. 3. Перевод всякого слова в алфавите А? есть слово в алфавите А 0 . 
5 .4 . Перевод всякой системы s пар слов в алфавите А 7 есть система s 

пар слов в алфавите Аа, 
Докажем следующую лемму. 
5 .5 . Для того, чтобы система пар слов в алфавите А 7 была соче

таемой системой, необходимо и достаточно, чтобы ее перевод был 
сочетаемой системой. 

Рассмотрим, в оамом деле, какую-нибудь систему s пар слов 

в алфавите А 7. Ее переводом является система s пар слов 

(15) [А1х[В1у...[А1х[В1у 

в алфавите А 0. Равенство 1 (1), согласно I. § 6 . 2 . 5 , равносильно равен
ству 

[АГ1... Alt=[Bri.. ,Blv 

а последнее, в силу I. § 6 . 2 . 9 , — равенству 

К . . . = [ # , . . . [ # , . 

Поэтому система пар слов (14) тогда и только тогда сочетаема, когда 
сочетаем ее перевод (15), что и требовалось доказать. 

Докажем теперь следующую теорему. 
5 .6 . Ограниченная проблема сочетаемости для алфавита А 0 и числа 

90 неразрешима. 
Обозначим попрежнему через Z алгорифм перевода, перерабатываю

щий всякое слово в алфавите А 8 в перевод этого слова [II. § 4 .14 (11)]. 
Допустим вопреки доказываемому, что ф есть нормальный алгорифм 

над {а, 6, х, у}, применимый ко всякой системе 90 пар слов в А 0 

и аннулирующий такую систему тогда и только тогда, когда она соче
таема. Построим алгорифм $ как нормальную композицию алгориф
мов % и ф: 

(16) £ = ф о 2 . 

$ есть нормальный алгорифм над А 8 [(16), I II . § 3 . 4 . 2 ] и 

(17) ЗД~ф([£т) (S — словов А8) [(16), I I I . § 3 . 4 . 3 , I I . § 4 . 1 4 ( 1 1 ) ] . 
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6 . 1 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом А 0, аннули
рующий те и только те слова X в А 0, для которых равенство 

<4) Affri...Hr=Grr..GrX 

не соблюдается ни при каком выборе числа t и чисел r 1 , . . . , rt из ряда 
1 , . . . , 88. 

Допустим, вопреки доказываемому, что ф есть нормальный алго 1 

рифм над А0, аннулирующий те и только те слова X в А 0, для которых 
равенство (4) не соблюдается ни при каком допустимом выборе чисел 
t и гЛ,..., rt. 

Построим алгорифм ft как нормальную композицию алгорифмов % 
и £>: 

<5) & = §о%. 

ft —нормальный алгорифм над А 6 [(5), III. § 3 . 4 . 2 ] и ft (У) ~ ф([У т) 
<У —слово в А 6) [(5), III. § 3 . 4 . 3 , П. § 4 . 1 4 ( 1 1 ) ] . Поэтому ft тогда 
и только тогда аннулирует слово У в А б, когда ф аннулирует его 
перевод, а это имеет место тогда и только тогда, когда равенство 

<6) Affrr..Hr=Grr..Gn[Y^ 

не соблюдается ни при каком выборе числа t и чисел г,, , rt из 
ряда 1 , . . . , 88. Но равенство (6), согласно (1), (3), (2) и I. § 6 . 2 . 9 , 
равносильно равенству 

[feamnDrr . .Dl = [ C v . . C r < Y \ 

я последнее равносильно 2 (30) [I. § 6 . 2 . 5 ] . Следовательно, нормаль
ный алгорифм ft над А 6 аннулирует те и только те слова У в А 6, для 
которых равенство 2 (30) не имеет места ни при каком выборе числа t 
и чисел r v . m u , rt из ряда 1 , . . . , 88. Такой алгорифм, однако, невоз
можен [3 .1] . Поэтому невозможен и нормальный алгорифм над А 0 , 
аннулирующий те и только те слова в А 0, для которых равенство (4) 
не соблюдается ни при каком выборе числа t и чисел г 2 , . . r t из ряда 
1 , . . . , 88. 

§ 10. Проблема представимости матриц 

1. Пусть Ul}9.., Uq — матрицы порядка п. Будем говорить о мат
рице U того же порядка, что она представима через иг, , Ugi если 
для некоторого целого положительного числа t и целых чисел г д , . . . , rt 

из ряда 1 , . . . , q имеет место равенство 

<1) u=urx...xutt. 

В связи с этим понятием возникают следующие массовые проблемы. 
О б щ а я п р о б л е м а п р е д с т а в и м о с т и . Дано целое положитель

ное число тг; требуется указать единый общий конструктивный метод, 
посредством которого можно было бы узнавать для любой системы 
матриц J7, Ulf.mu1Uq порядка я, представима ли матрица U через 
матрицы CTj,. . . , Uq. 
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Ч а с т н а я п р о б л е м а п р е д с т а в и м о с т и . Даны матрицы 
I X . , . . . , Uq порядка гг; требуется указать единый общий конструктив
ный метод, посредством которого можно было бы узнавать для любой 
матрицы U того же порядка, представима ли она через ЕЛ,,..., Ur 

В общей проблеме представимости задается число п. Всякому зна
чению числа п соответствует своя массовая проблема. 

В частной проблеме представимости задается система матриц 
иг, — , U g одного и того же порядка. Всякому выбору такой системы 
соответствует своя массовая проблема. 

Эти проблемы могут быть уточнены как нормальные массовые проб
лемы. Для такого рода уточнения постановки частной проблемы 
представимости необходимо избрать определенный способ записи матриц 
в виде слов в некотором алфавите. Один такой способ был описан 
в I I I . § 8 . 1 . Его мы и будем придерживаться. 

Для уточнения постановки общей проблемы представимости необхо
дим определенный способ записи систем матриц в виде слов в некото
ром алфавите. Мы расширим для этого алфавит матриц M [I. § 2 .6] 
введением новой буквы «&»>, что дает алфавит матричных систем 

Систему матриц Uv..., Uq, записанных в виде слов в М, мы будеас 
записывать в виде слова 

в алфавите М<> 
Мы можем теперь следующим образом поставить проблемы предста

вимости матриц как нормальные массовые проблемы. 
О б щ а я п р о б л е м а п р е д с т а в и м о с т и . Дано целое положитель

ное число п\ требуется построить нормальный алгорифм над алфави
том Мс, применимый ко всякой системе 

матриц порядка п и аннулирующий такую систему тогда и только 
тогда, когда матрица U представима через С/"1,..., Ur 

Ч а с т н а я п р о б л е м а п р е д с т а в и м о с т и . Даны матрицы С Г а , . , 
Uq порядка п; требуется построить нормальный алгорифм, применимый 
ко всякой матрице порядка п и аннулирующий такую матрицу тогда 
и только тогда, когда она представима через матрицы С/ 1 5 . . . , Ur 

Мы покажем в этом параграфе, что общая проблема представимости 
неразрешима при всяком пу большем или равном 6. Более того, мы 
покажем, что при всяком таком п может быть так построена система 
матриц £ 7 3 , . . . , Uq порядка п, что соответствующая ей частная проблема 
представимости будет неразрешима. 

2 . Установим прежде всего некоторые свойства алгорифма 2R, 
построенного согласно III . § 8 . 6 . 1 . 

2 . 1 . Для всяких слов i ^ , . . . , Pt ( 2 > 0 ) в алфавите А 0 

М 0 = { 1 , — *, • , &}• 

(2) 
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еде 

через А. и Аг 

Это следует из 2. 2. 
Пусть Мг*М2 и Nl*N9 — пары целых чисел. Условимся говорить, 

что первая пара больше второй, если 

н пары М}*М2, N^*N2 неодинаковы. 
Очевидно, невозможно, чтобы пара Мг*М2 была больше пары 

N1*N2 и вместе с тем пара N^*N2 была больше пары М1*М2. 
Условимся говорить о матрице 2-го порядка Nu *N12 • N21 *iV 2 2, что 

она высокая, если ее первая строка NU*N12 больше второй ее строки; 
что она низкая, если вторая ее строка больше первой строки. 

В силу предыдущего замечания, матрица 2-го порядка не может 
быть высокой и вместе с тем низкой. 

2.4. Если N — положительная унимодулярная матрица, то мат
рица А^ X N высокая, а матрица А2 X N низкая. 

В самом деле, пусть для N имеем равенство III . § 8 . 5 ( 1 ) , где 
NJV N12, N„9 Nq2 — целые числа. Так как N — положительная матрица, 
Nu, Nl2, Nn, N22 неотрицательны. Так как N унимодулярна, невоз
можно, чтобы оба числа Nu и N12 равнялись нулю. 

Для матрицы Аг X N имеем равенство III . § 8 . 5 ( 2 ) . Так как 
<ЛГ п >0 и N 1 2 > 0 , имеем 

Так как одно, по крайней мере, из чисел Nn и Nn отлично от нуля, 
строки матрицы АгХ N не совпадают. В силу (1) и (2) первая из них 
больше второй, т. е. матрица А2 X N высокая. 

Аналогично доказывается, что матрица А2 X N низкая. 
2.5. Если слово Р в алфавите А 0 начинается буквой а, то матрица 

ffl(P) высокая, а если это слово начинается буквой Ь, то матрица Ш{Р) 
низкая. 

В самом деле, пусть слово Р в алфавите А 0 начинается буквой а, 
т. е. 

(i) 21» 

(2) 

(3) P = aP1 

для некоторого слова P1 в A 0. Тогда 

9R(P) = Tl(a) X аЯ(Л) [ ( 3 ) , I I I . § 8 . 6 ( 4 ) ] 

= А1ХШ(Р1) [ I I I . § 8 .6(2)] , 
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причем 2JÏ (Рх) есть положительная унимодулярная матрица [III. § 8 . 6 . 1 ] . 
Поэтому матрица ïïft(P) высокая [2 .4 ] . 

Аналогичным образом доказывается, что матрица 30? (Р) низкая, 
если Р начинается буквой Ъ. 

2. 6. Если слова P и Q в алфавите А 0 таковы, что 

(4) 2 В Д = 2Я(С), 

то либо 

(5) P = Q=A, 

либо слова P и Q оба непусты и начинаются одной и той же буквой-
В самом деле, пусть равенство (4) имеет место для слов Р 

и Q в А0. 
Если Р = А, то Tt(Q) = Tt(P)=I2 [(4), III. § 8 . 6 (1 ) ] и, так как 

матрица 1.2, очевидно, не является ни высокой, ни низкой, слово Q 
не может начинаться ни буквой а, ни буквой b [2 .5] , т. е. оно пусто. 
Аналогичным образом усматривается, что Р = А, коль скоро Q — A. 
Таким образом, либо имеют место оба равенства (5), либо оба слова Р, 
Q непусты. В последнем случае они должны начинаться одной 
и той же буквой, так как иначе, в силу (4), матрица Ш(Р) была бы 
одновременно высокой и низкой [2 .5 ] , что невозможно. 

2 .7 . Если слова P и Q в А 0 таковы, что имеет место равенство (4), 
то 

Р = 0. 

В самом деле, пусть равенство (4) имеет место для слов Р и Q в А 0. 
Обозначим через R наибольшее общее начало слов Р и Q [I. § 3. И. 3] . 

Имеем 

<6) P = RS, 

( 7 ) Q=RT 

для некоторых слов S и Т, взаимно простых слева [I. § 3 .11 .4J . 
Имеем 

(i?) X 35Î (S) = 2« (RS) [III. § 8.6 (4)] 

= Ш(Р) [(6)] 

= 3R«?) [(4)] 

= W(RT) [(7)j 

(8) =m(R)xm(T) [III. § 8 . 6 ( 4 ) ] . 

Здесь матрица 30t (R) унимодулярна [III. § 8 .6 .1 ] и потому имеет 
обратную матрицу. Умножая обе части равенства (8) на ÜJ^Ä) - 1 , 
получаем 

ад(£)=ад(Г), 
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откуда следует, что либо 
(9) S = T=A, 

либо слова S и Т начинаются одной и той же буквой [ 2 . 6 ] . Послед
нее, однако, исключено, так как слова S и Т взаимно просты слева 
[ I . § 3.11.1] . Следовательно, имеем (9) и 

Р = Н [(6), (9)] 

= Q [(7), (9) ] , 
что и требовалось доказать. 

3 . Положим теперь в обозначениях § 9 . 6 
(1) В = У1(А), 
(2) Kr = W.{Gf)\ 
(3) 4 = ЗД (#",)} ( 1 < г < 8 8 ) 

и- докажем следующую лемму. 
3 . 1 . Если X есть слово в А 0, то равенство § 9 . 6 ( 4 ) имеет место 

тогда и только тогда, когда 

(4) В X Lri X . . . X Lr=Kri X . . . X Кч X Ж (X). 

В самом деле, равенство § 9 . 6 ( 4 ) , в силу 2.7 , равносильно равен
ству 

3R (АНГх ...Ни) = Ж (Gri... Gr X), 

а последнее, согласно 2 . 1 , (1), (2) и (3), равносильно (4). 
Следующая лемма непосредственно вытекает из 3. 1. 
3 . 2 . Если X есть слово в А 0 , то для того, чтобы равенство § 9 . 6 ( 4 ) 

не соблюдалось ни при каком выборе числа t и чисел r 1 ? . . . , rt из ряда 
1 , . . ., 88 необходимо и достаточно, чтобы ни при каком выборе числа t 
и чисел r , , . . . , rt из ряда 1 , . . . , 88 не соблюдалось равенство (4). 

Докажем теперь следующую лемму. 
3 .3 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом М, аннули

рующий те и только те положительные унимодулярные матрицы Y 
2-го порядка, для которых равенство 

(5) В X £ Г . X . . . X Lri =КГх X . . . X Kfi X Y 

не соблюдается ни при каком выборе числа t и чисел гг,..., rt из ряда 
1 88. 

Допустим, в самом деле, что <§) есть такой алгорифм. Построим тогда 
алгорифм ft как нормальную композицию алгорифмов Tt и ф: 

(6) ft = £ o дк . 

ft — нормальный алгорифм над А 0, как и 3№ [(6), I I I . § 3 . 4 . 2 ] . 
St(X)~$(m(X)) (X — слово в А0) [(6), I I I . § 3 . 4 . 3 ] , 

откуда следует, что ft аннулирует те и только те слова X в А 0 , для 
которых 

21 А. А. Марков 
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Имеем прежде всего 

С xXrX...XXrtX{I2 + Y) 

= (B + I2) X (Lfi + Kr) X . . . X (L,t + Kr} X {1Л+ Y) [(2), (1)] 

(6) =(BxLriX...XLj + (KrX...XKrtXY) [ 4 .2 ] . 

Допустим теперь, что равенство 3 (5) имеет место. Тогда 

CxXriX...XXrtX(I2 + Y) 

=(В X Lri X ... X L,t) + (B xLrx...X L,) [ (6) , 3 (5)] 

(7) =Z + Z, 
где 

Z=BxLrX...XLr. 

(8) =Ж(А£ГГГ..НГ) [3(1), 3 ( 3 ) , 2 .1] . 

Так как слово AHr...Hrt непусто [§ 9.6(1)] , матрица Z пред
ставима через Аг и А2 [(8), 2 . 3 ] , т. е. 

(9) Z = A g x . . . X \ , 

где qp—l или 2 ( l < l p < ^ s ) , s > 0 . 
Имеем 

CxXrX...XXuX(I2+Y) = (ASiX...XAls)+(AgX...XAÇa) [(7), (9)] 

= (A9i + At)X...X(Alt + At) [4.2] 

= BtiX...XBu [(3), (4) ] , 

что и показывает, что матрица (5) представима через Вг и Вг 

Допустим теперь, что матрица (5) представима через В1 и Вг 

Тогда для некоторого положительного 5 и некоторых q v . . q a равных 1 
или 2, имеем 

С X ХГг X . . . X Xrt X ( 2 2 + Y) = B9iX.. - X 

= ( Л , Х . . . Х \ ) + ( ^ X . . . X 

[(3), (4) , 4 .2] 
(10) = Z + Z, 
где Z определяется равенством (9). Сравнивая равенства (6) и (10), 
заключаем, согласно 4. 3, что 

BxLfiX...XLr=Z9 

KrxX...XKuxY=Z, 

откуда следует равенство 3 ( 5 ) . 
2 1 * 
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Лемма 5 .1 , таким образом, доказана. 
Матрицы В, Kr, Ьг ( 1 < г < 8 8 ) унимодулярны [3(1) , 3 ( 2 ) , 3 ( 3 ) , 

I I I . § 8 . 6 . 1 ] . Принимая во внимание, что прямая сумма,двух унимо-
дулярных матриц есть унимодулярная матрица, заключаем отсюда, 
что матрицы С и Хг ( 1 ^ г ^ 8 8 ) унимодулярны [(2), (1)] . Существуют 
поэтому обратные им матрицы С""1, Хг1 ( 1 ^ . г ^ 8 8 ) . 

Докажем следующую лемму. 
5 .2 . Пусть У—матрица 2-го порядка. Для того, чтобы равен

ство 3 (5) не соблюдалось ни при каком выборе числа t и чисел г , , . . . , rt 

из ряда 1 , . . . , 88, необходимо и достаточно, чтобы ни при каком 
выборе числа t, положительного числа s, чисел rv...f rt из ряда 1 , . . . , 88 
и чисел <7 г , . . . , qs, равных 1 или 2, не соблюдалось равенство 

(H) h + Y = Х7*X . . . X Х7'X С-* X ВЯх X . . . X BÇg. 

В самом деле, согласно 5 .1 , равенство 3 ( 5 ) тогда и только тогда 
соблюдается при определенном выборе числа t и чисел rv..., rt из 
ряда 1 , . . . , 88, когда при том же выборе чисел т^ , . . . , rt могут быть 
так подобраны положительное число s и числа q1,..., q8, равные 1 
или 2, что 

(12) С Х Х Г 1 Х . . . Х Х ^ Х ( / 2 + 1 ; ) = ^ Х . . . Х \ . 

Ввиду существования матриц С-1, Х-1,..., Х~г равенство (11) равно-
сильно равенству (12) и потому лемма 5 .2 верна. 

Основываясь на леммах 3.3 и 5 .2 , докажем следующую лемму. 
5 .3 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом М, аннули

рующий те и только те матрицы 4-го порядка, которые не могут 
быть представлены в виде 

(13) Х7/Х . . . X Х71
 X С"1

 X Bqx . . . X # V 

где t^Q, s > 0 , r:,..., rt — числа из ряда 1 , . . . , 88, а ?15..., qa 

равны 1 или 2. 
В самом деле, допустим, что ф есть такой алгорифм. Воспользуемся 

тогда нормальным алгорифмом % над М, перерабатывающим всякую 
матрицу 2-го порядка Y в матрицу I2+Y [ I I I . § 8 . 3 ] . 

Построим алгорифм ft как нормальную композицию алгорифмов 91 

(14) ft = £ o ? l . 

ft есть нормальный алгорифм над M [(14), I I I . § 3 . 4 . 2 ] , и для любой 
матрицы 2-го порядка У 

Я ( У ) ~ £ ( Я ( У ) ) [(14), I I I . § 3 . 4 . 3 ] 

откуда следует, что ft тогда и только тогда аннулирует матрицу 
2-го порядка У, когда £> аннулирует матрицу 4-го порядка / 2 4 - У . 
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Последнее же имеет место тогда и только тогда, когда матрица / 2 - { - У 
не может быть представлена в виде (13), т. е. когда ни при каком 
выборе числа г, положительного числа s, чисел т^ , . . . , rt из ряда 
1 , , . . , 88 и чисел q8> равных 1 или 2, не имеет место равен
ство (11). Согласно 5 .2 , отсюда следует, что ft тогда и только тогда 
аннулирует матрицу 2-го порядка У, когда равенство 3 ( 5 ) не соблю
дается ни при каком выборе числа t и чисел г1}..., rt из ряда 1 , . . . , 88. 
Такой нормальный алгорифм ft над алфавитом М, однако, невозможен 
[3 .3] . Невозможен поэтому и нормальный алгорифм ф над М, анну
лирующий те и только те матрицы 4-го порядка, которые не могут 
быть представлены в виде (13), что и требовалось доказать. 

6. Мы перейдем теперь к подготовке последнего шага — перехода 
от леммы 5.3 к построению матриц 6-го порядка i / j , . . . , £/ 9 1, для 
системы которых будет неразрешима частная проблема представимости. 
Прежде всего введем матрицы 2-го порядка 

(i) 

(2) 

(3) 

(4) 

Е,= 

Я 2 = 

F = 

G — 

1 О 

LO 0 J 

О о 
LO 1 J 

О о 
L2 0 J 

"О 0~ 
_2 2.. 

E2i = Ei (£ = 1, 2) 

Е1 = Е{ (i = l , 2; s = l, 2 , . . . ) -

Как нетрудно видеть, 
(5) 
откуда 
(6) 

Имеем далее 

(7) E.XE^EzXE^O^ 
Для любой матрицы 

(8) 

имеем 

[ ( 1 ) , ( 2 ) ] , 

[(1), (2)]-

(9) 

(10) 

(11) 

(12) NxE,= О N. 
О N, 

12 

1(1), (8) ] , 

[(2) , ( 8 ) ] , 

[(1), ( 8 ) ] , 

[(2) , (8 ) ] . 
22 -
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Согласно (3), (4) , (6) , (10) и (11), 

(13) E\XGXE[ = F (t = 0, 1, 2 , . . . ; s = l , 2 , . . . ) . 

7. Условимся обозначать через [UA общий наибольший делитель 
коэффициентов матрицы U. 

Имеем 
(1) [FA = [G' = 2. 

Условимся, как обычно, выражать формулой 
N\M 

делимость числа M на число N. 
7 . 1 . Для любых двух матриц U и V одного и того же порядка 

[UAx [VA\[UX V\ 

В самом деле, все коэффициенты матрицы U делятся на [ Z 7 A , а все 
коэффициенты матрицы V — на [VA. Отсюда следует, что произведение 
любого коэффициента матрицы U на любой коэффициент матрицы V 
делится на [UA X [VA- А так как коэффициенты матрицы U X V суть 
суммы таких произведений, они также все делятся на [UA X [VA. По
этому и их общий наибольший делитель [UxVà делится на [UAX[VA

y 

что и требовалось доказать. 
7 .2 . Для любых матриц U19..., Uq(q^i) одного и того же порядка 

При # = 1 это очевидно. Для произвольного q это легко доказывается 
с помощью 7.1 индукцией по q. 

8. Положим теперь 

( 1 < г < 8 8 ) 

(1) с-1 (г = 89) 

Д--89 (г = 90, 91), 

\Е2 
( 1 < г < 8 8 ) 

(2) G (г = 89) 
.(г = 90, 91). 

Все F r ( l ^ > < ^ 9 1 ) суть матрицы 4-го порядка; все Wr — матрицы 
2-го порядка. 

Положим 

(3) Ur=Vr + Wr ( 1 < г < 9 1 ) . 

и покажем, что для построенной так системы матриц 6-го порядка 
Uj,..., UQl проблема представимости неразрешима. Докажем для этого 
следующую лемму 

8 . 1 . Матрица 4-го порядка Z тогда и только тогда может быть 
представлена в виде 5(13) ( * > 0 ; s > 0 ; г 1 ? . . . , rt — числа из ряда 
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1 , . . . , 88; равны 1 или 2), когда матрица 6-го порядка Z + F 
представима черев иг,..., UQl. 

В самом деле, пусть 

<4) Z = X'1 X ... х х ~ ] X CTlxB9l х ... ХВд„ 

где 2^>0, 5 > 0 , r v . . . , r t — числа из ряда 1 , . . . , 88 и где qv...,qa 

равны 1 или 2. Тогда 

(5) Z=VrtX-..XVrixV8QxV89+gX.-.XV89+gf [(4), (1)] 

и вместе с тем 

<6) F = WrfX...XWrXW8BxWmiX...XWmtt [6(13) , (2)] . 

Поэтому 

Z + F^UrtX...XUrxU8,xU^qX^.XU8,+q8 [(5), (6) , 4 . 2 , (3)] 

и, значит, матрица Z\-F представима через Uv..., U9V 

Обратно, допустим, что матрица 4-го порядка Z такова, что матрица 
Z-\-F представима через Uv , £ 7 9 ] , и покажем, что тогда матрица Z 
может быть представлена в виде 5 (13) . 

Имеем 

(7) Z + F = UKx...xUh„ 

для некоторого положительного числа w и некоторых чисел /г 3 , . . . , hw 

из ряда 1 , . . . , 9 1 . Отсюда 

(8) Z + F = (VhlX...XVhtD) + (WhlX.-.XWK) [(7), (3), 4 . 2 ] , 

(9) Z = 7 * I X . . . X T 4 . , [ (8) , 4 . 3 ] , 

(10) F = WklX...XW*„ [(8), 4 . 3 ] . 

В силу 6 (5 ) и 6 ( 7 ) , лишь матрицы Ег, Е2 и <922 представимы 
через Ег и Е2. Матрица F, следовательно, не представима через Е1 

и Е2 [6(3)] , т. е. не представима через матрицы Wlf...fWss, W90, W91 

[(2)] . Отсюда, в силу (10), заключаем, что среди чисел h v h w встре
чается число 89, т. е. что 

(11) А у = 8 9 

для некоторого /. 
Существует не более одного числа /, удовлетворяющего условию (11), 

так как 

[WlX...X[W$u\2 [(10), 7 . 2 , 7 ( 1 ) ] , 

а при соблюдении условия (11) 

[ И % = 2 г<2>> 7(1)]-
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Таким образом, равенство (11) соблюдается для одного и только 
одного числа / . Имеем 
(12.) Wki=G [(11), (2)1, 
тогда как 
(13) Wti=E1 или Е% (i-£j) 1(2)]. 

Если бы существовали числа i и к такие, что 

(14) Wb~E„ 
(15) Whl=E2, 
(16) i < j \ 

(17) * < / , 

то, в силу (13), нашлись бы и числа г, к, удовлетворяющие условиям 
(14)—(17) и такие, что 
(18) |i —Ä| = l . 

Мы имели бы тогда 
WhlX..-XWhW=022 

вопреки (10). Следовательно, чисел i и удовлетворяющих условиям 
(14)—(17), не существует и, значит, все матрицы гдо *<С/, равны 
друг другу (если такие матрицы имеются, т. о. если / > 1 ) . 

Аналогичным образом усматриваем, что равны друг другу все 
матрицы Wh0 где г > / (если имеются такие матрицы, т. е. если j<^w). 

Мы видим далее, что не может существовать чисел г, меньших / 
и таких, что Wbi — Er Иначе мы имели бы, согласно доказанному, 
Whx—El и потому матрица F имела бы вид E^xN [(10)], что невоз
можно [6(9) , 6 ( 3 ) ] . Аналогичным образом не может быть чисел i, 
больших / и таких, что И \ — i ? 2 . Следовательно, 

(19) Wh~E2 (1 < * < / ) , 

(20) W^EX (/<*<")• 

В силу (12), (19) и (20), правая часть равенства (10) равна одной 
из матриц <2, GxEj, E2XG, E2xGxEv сообразно тому, имеем ли 
мы l=f = w, 1 = / 0 , 1 < / = 2/7 или 1 < / < и ? . Но из этих четырех 
матриц лишь вторая и четвертая равны F [ 6 (4 ) , 6 ( 3 ) , 6 (11) , 6 ( 1 0 ) ] . 
Следовательно, 

(21) / О -
Положим 

(22) * = / — 1 , 
(23) s = w — j \ 

Имеем 
(24) * > 0 [(22)] , 

(25) 8> 0 [(21), (23)] , 

(26) / = ' + 1 [(22)] , 
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(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

W - 5 + [(23), (26) j , 

( Е2 ( 1 < г < 0 [(19), (22)} 
* 1 Ег (i + i < i < f + l _ | _ s ) [(20), (26), (27)] , 

1 < А , < 8 8 ( 1 < г ' < * ) [(28)," (2 ) ] , 

/г , .=90 или 91 ( £ + 1 < г < г + 1 + 5 ) [(28), (2 ) ] , 

[ ( H ) . (26)]-/ г ж = 89 
Положим 

(32) 

(33) 9i-
-t+i-i ( l < * < * ) . 

•89 ( l < i < s ) . 
Имеем 

(34) 

(35) 

(36) 

(37) 

(38) 

l < r , < 8 8 

q< — i или 2 

Vb~Vr 

( l < i < * ) [(32), (29)] , 

(1<£<«) [(33), (30)] , 

( l < r < * ) [(32)] 

[(34), (1) ] , 

[(31)] 

[ ( ! ) ] . 

(г + 1 < г - < г + 14-5) [(33)] 

(f + l < i < i + l + « ) [(35), (1)]. 
В силу (36)—(38) и (27), равенство (9) переписывается в виде (4) . 

Следовательно, матрица Z представляется в виде 5(13) , где t , s , r 2 , . . . , 
г ь ?!»•••» Qs удовлетворяют условиям (24), (25), (34), (35), что и требо
валось доказать. 

Докажем теперь следующую теорему. 
8 .2 . Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом М, аннулирую

щий те и только те матрицы 6-го порядка, которые не представимы 
через Uv..., U9r 

В самом деле, допустим, вопреки доказываемому, что ф — нормаль
ный алгорифм над М, аннулирующий те и только те матрицы 6-го 
порядка, которые не представимы через U1,..., Un. Воспользуемся 
нормальным алгорифмом 23 над М, перерабатывающим всякую матрицу 
4-го порядка Z в матрицу Z-\-F [III. § 8 . 3 ] : 
(39) 23 (Z) = Z + F (Z —матрица 4-го порядка). 

Построим алгорифм Ä как нормальную композицию алгорифмов Ъ 
и <£: 
(40) £ = фо » . 

Я — нормальный алгорифм над M [(40), III . § 3 .4 .2 ] и 
Ä ( Z ) ~ $(Z + F) (Z—матрица 4-го порядка) [(40), III . § 3. 4. 3, (39)] . 
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Отсюда следует, что $ тогда и только тогда аннулирует матрицу 
4-го порядка Z, когда ф аннулирует матрицу Z + F. Последнее же имеет 
место тогда и только тогда, когда матрица Z + F не представима через 
£7^, . . . , £/"91. Согласно 8.1 заключаем отсюда, что $ тогда и только тогда 
аннулирует матрицу 4-го порядка Z, когда эта матрица не может быть 
представлена в виде 5(13) , где t^O, s > 0 , r2,...,rt — числа из ряда 
1 , . . . , 88, a î p . . . , ? , равны 1 или 2. Такой нормальный алгорифм 
однако, невозможен [5 .3] . Невозможен поэтому и нормальный алго
рифм «£> над М, аннулирующий те и только те матрицы 6-го по
рядка, которые не представимы через U^..., U91, что и требовалось 
доказать. 

Пользуясь методом, неоднократно примененным в подобных случаях, 
получаем, как следствие из 8.2, теорему 

8 . 3 . Частная проблема представимости, соответствующая построен
ной системе матриц U^..., UQV неразрешима. 

9. Нетрудно перейти в теоремах 8.2 и 8.3 от системы матриц 
6-го порядка Uv..., £7Я ] к системе того же числа матриц произвольного 
порядка, большего 6. Для этого можно, например, основываться на 
-следующей лемме. 

9 . 1 . Пусть m — произвольное положительное число. Для того, чтобы 
.матрица 6-го порядка U была представима через матрицы 17г, . . . , Uw 

необходимо и достаточно, чтобы матрица U + От^т была представима 
через матрицы U1 -f- 0,щт,..., £7 9 1 + ö m 5 # n порядка //z-f-6. 

Справедливость этой леммы непосредственно следует из того, что 
равенство 1(1) , в силу 4 .2 и 4 .3 , равносильно равенству 

У 4- от,т=(Uri 4- о«, *) х . . . x (Urt+т). 

Пользуясь нормальным алгорифмом, перерабатывающим всякую 
матрицу 6-го порядка U в матрицу U ~\-ОтщГП порядка m -(-6 ( m > 0 ) , 
легко, с помощью теорем 8.2, 8.3 и леммы 9 . 1 , доказать следующие 
теоремы. 

9 . 2 . При всяком п, большем или равном 6, могут быть так 
построены матрицы , > порядка п, что не будет возможен 
нормальный алгорифм над М, аннулирующий те и только те матрицы 
порядка п, которые не представимы через t / ^ , . . . , U^. 

9. 3. При всяком п, большем или равном 6, могут быть так построены 
матрицы Uf\..., порядка п, что частная проблема представимости, 
соответствующая системе этих матриц, окажется неразрешимой. 

10. Переходя, наконец, к общей проблеме представимости, докажем 
следующую теорему. 

1 0 . 1 . Ни при каком п^б невозможен нормальный алгорифм над Мс, 
аннулирующий те и только те системы 1 (2) матриц порядка п, для 
которых матрица U не представима через £ 7 1 ? . . . , Ur 

В самом деле, пусть п^ 6. Построим матрицы . . . , порядка п 
согласно 9 .2 . Положим 

( i ) . F = & C / ( ; ° & . . . & £ / £ > 

и построим алгорифм 33MC,V [П. § 4 . 4]. 23мс, v — нормальный алгорифм 
над Мс, причем 
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{2) %Мс,у(и) = ишЫ&..Ли£ 

для всякой матрицы U порядка n [П. § 4 . 4 . 5 , (1)]. 
Допустим, вопреки доказываемому, что есть нормальный алгорифм 

над Мс, аннулирующий произвольную систему 1 (2) матриц гс-го порядка 
тогда и только тогда, когда матрица U не представима через 
/ г (и) ТТЫ) 
U l > * * * ' U 91 • 

Построим алгорифм 5Î как нормальную композицию алгорифмов 
33MC,V И ф: 

(3) £ = £ о а з М с , у -

$ — нормальный алгорифм над Мс [(3), III. § 3. 4.2] и, значит, над М. 
Для всякой матрицы U порядка п имеем 

£(U)~$(U&U(

l

n)&...&U^) [(3), III. § 3 . 4 . 3 , (2)] , 

откуда следует, что $ тогда и только тогда аннулирует матрицу п-то 
порядка U, когда <£> аннулирует систему 

Последнее же имеет место тогда и только тогда, когда матрица U не 
представима через матрицы £ /^ w ) , . . . , U^. Таким образом, нормальный 
алгорифм Ä над M аннулирует те и только те матрицы п-го порядка, 
которые не представимы через U^\..., U^. Такой алгорифм, однако, 
невозможен согласно построению матриц Uf\ , U^. Поэтому невоз
можен и нормальный алгорифм «£> над Мс, аннулирующий те и только те 
системы 1 (2) матриц тг-го порядка, для которых матрица U не пред
ставима через U1, , Ur Теорема 10.1 тем самым доказана. 

Аналогичным образом с помощью теоремы 9 .3 доказывается теорема 
10 .2 . При п ^=6, общая проблема представимости, соответствующая 

числу п, неразрешима. 
Эта теорема может быть также легко получена как следствие из 1 0 . 1 . 

§ 11. Проблемы распознавания свойств ассоциативных 
исчислений 

1. Мы вернемся теперь к ассоциативным исчислениям. Поскольку 
других исчислений мы здесь не станем рассматривать, будем называть 
их просто «исчислениями». 

Пусть 21 и 23— исчисления в алфавитах А и Б соответственйо. 
Будем говорить о нормальном алгорифме S над алфавитом A U Б» ч т о 
он есть гомоморфизм исчисления % в исчисление 23, если он удовлетво
ряет следующим условиям. 

Г . 1 . S перерабатывает всякое слово в алфавите А в некоторое слово 
в алфавите Б. 

Г . 2 . 23:еСР)1_6(<>), коль скоро %:P±Q. 
Г.З . %>:&(PQ) _!<£0Р)<ЧС) Для всяких слов Р и Q в А. 
Следующая теорема легко доказывается. 
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1.1. Если S — гомоморфизм исчисления 21 в исчисление 23, и ©— гомо
морфизм исчисления 23 в исчисление (£, то нормальная композиция этих 
гомоморфизмов £)о 6 есть гомоморфизм исчисления 21 в исчисление ®. 

В самом деле, пусть выполнены условия этой теоремы и пусть 
А, Б, Е означают, соответственно, алфавиты исчислений 2t, 23, GL 
Положим 

(1) g = S)o g 

и покажем, что g есть гомоморфизм исчисления 21 в исчисление 23. 
g— нормальный алгорифм над объединением алфавитов алгориф

мов Î ) и К [(1), III. § 3 . 4 . 2 ] , а так как ß есть алгорифм над А у 

a ©-—алгорифм над Е, g есть нормальный алгорифм над A | J Е. 
Пусть Р— слово в алфавите А. Тогда £ (Р) есть слово в Б [Г. 1 &]* 

и ©((£(.?)) есть слово в Е [Г. 1 ©] . Но 

(2) g ( i>)~©(e ( i>)) (Р — слово в А) [(1), III. § 3 . 4 . 3 ] . 

Таким образом, g перерабатывает всякое слово в алфавите А в некоторое 
слово в алфавите Е, т. е. g удовлетворяет условию Г . 1 . 

Пусть Р и Q — такие слова в А, что 

(3) 2 t : i > £ < ? . 
Тогда 

(4) 23 :<£(/>)£(£(<?) [(3), Г . 2 g ] , 

(5) g : © ( 6 (P) 1 © ( 6 (<?)) |.(4), Г . 2 © J , 

® : S ( ^ )1S ( Ç ) [(5), (2)1. 
Таким образом, g удовлетворяет условию Г . 2. 

Пусть, наконец, Р и Ç—произвольные слова в А. Тогда 

(6) S : G ( i > Ç ) ! € ( / > ) < £ ( £ ) [ Г . З С Ь 

(7) g:©(eOP<?) )£©(G( i> )G(<? ) ) [(6), Г . 2 © ] . 

Здесь &(Р) и G«?) —слова в Б [Г. 1 g ] . Поэтому 

(8) g : © ( S (P) <£(<?)) 1 © ( 5 (P)) ©(<£(<?)) [ Г . З © ] . 
Следовательно, 

(9) в : SD (Œ (Р<?)) £ © (К (P)) © (S (<?)) [(7), (8), § 1 . 6 . 5 ] , 
e:g ( i>Ç )Xg (P )g(<?) [(9), (2)] . 

Таким образом, g удовлетворяет условию Г .З , что и требовалось 
доказать. 

2. Пусть Ê есть гомоморфизм исчисления 21 в алфавите А в исчис
ление 23 в алфавите Б. Будем говорить, что S есть изоморфизм исчис
ления 21 в исчисление 23, если удовлетворяется условие 

Г. 4. 21 :/>_[{_ С, к о л ь скоро Р и О суть такие слова в А, что 
1 6 ( C ) . 

* При ссылках на условия Г . 1, Г . 2 , Г . З , Г . 4 и Г . 5 мы указываем алго
рифмы, удовлетворяющие этим условиям. 
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2 . 1 . Если g— изоморфизм исчисления 2t в исчисление 23 и ©— изо
морфизм исчисления 23 в исчисление g, то ©о g есть изоморфизм исчис
ления % в исчисление g. 

В самом деле, пусть выполнены условия этой теоремы и пусть 
А, Б, Е означают соответственно алфавиты исчислений 21, 23, (£, а алго
рифм g определяется условием 1(1) . Покажем, что g есть изоморфизм 
исчисления 2t в исчисление g. 

Так как 6 есть гомоморфизм исчисления 2t в исчисление 23, а © есть 
гомоморфизм исчисления -ß в исчисление g, g есть гомоморфизм исчис
ления 2t в исчисление g [1(1), 1.1], причем имеет место 1(2) [1 (1 ) , 
III. § 3 . 4 . 3 ] . Остается доказать, что g удовлетворяет условию Г. 4. 

Пусть Р и Q — такие слова в А, что 

(1) 
Имеем тогда 

<2) Œ : ©(<£ (€«?)) [(1), 1 (2 ) ] , 

(3) » : 6 (P) J L 6 ( Ç ) [(2), Г. 4 © ] , 

Я : Р £ < ? [(3), T . 4 S ] , 
что и требовалось доказать. 

3. Пусть 2t и 33— исчисления соответственно в алфавитах А и Б; 
6 — гомоморфизм исчисления 21 в исчисление 23. Будем говорить, что Ê 
есть гомоморфизм исчисления 21 на исчисление 23, если удовлетворяется 
условие 

Г. 5. Имеется нормальный алгорифм © над A U Б, перерабатываю
щий всякое слово в алфавите Б в некоторое слово в алфавите А и такой, 
что 

(1) 23 : 6 (©(Ç)) iL Q (<?—слово в Б). 

3 . 1 . Если S — гомоморфизм исчисления 2t на исчисление 23, а ©— 
гомоморфизм исчисления 23 на исчисление g, mo ©о g есть гомоморфизм 
исчисления 21 на исчисление g. 

В самом деле, пусть выполнены условия этой теоремы и пусть 
А, Б, Е означают соответственно алфавиты исчислений 21, 23, 6 . Опре
делим алгорифм g равенством 1 (1) и покажем, что g есть гомоморфизм 
исчисления 2t на исчисление g. 

Так как S и © являются соответственно гомоморфизмом 21 в 23 
и гомоморфизмом 23 в g, g есть гомоморфизм 51 в S [1(1), 1-1]» при
чем имеет место 1 (2). 

Имеется нормальный алгорифм © над A U Б, перерабатывающий 
всякое слово в алфавите Б в некоторое слово в алфавите А и удовле
творяющий условию (1) [Г. 5 g ] ; имеется также нормальный алгорифм § 
над Б (J Е, перерабатывающий всякое слово в алфавите Е в некоторое 
слово в алфавите Б и удовлетворяющий условию 
(2) g : © (ф (Я)) ±R (Я — слово в Е) [Г. 5 © ] . 
Построим нормальный алгорифм $ как нормальную композицию алго
рифмов ф и © : 

(3) 
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$ — нормальный алгорифм над объединением алфавитов 65 и <£> | ( 3 ) , 
III. § 3 .4 .2] и, значит, над A U Е. 

Если R — слово в Е , то ф (R) есть слово в Б и © («& (#)) — олово 
в А. Так как 
(4) (Л —слово в Е) [(3), III . § 3 . 4 . 3 1 , 

мы видим, что $ перерабатывает всякое слово в алфавите Е в неко
торое слово в алфавите А. 

Пусть R — слово в Е. «£> (R) есть слово в Б, и потому 

(5) » : 6 ( © № ( Ä ) ) ) J L « ) ( Ä ) 1(1) U 

(6) 8 :<ЧА(Я) )Х#(Д) К5>' <4)»> 
в:ф((£(А(А)))ХФ№(Д)) Кб), Г . 2 ©I 

(7) £ Я 1 (2) | , 

e : g ( Ä ( Ä ) ) J L Ä [ (7) , 1 (2 ) | . 

Следовательно, g удовлетворяет условию Г. 5, что и требовалось 
доказать. 

3 .2 . Если S — гомоморфизм исчисления 21 на исчисление 23, то 

» : 6 ( Д ) Х Л . 

В самом деле, пусть (£ есть гомоморфизм исчисления 31 в алфавите А 
на исчисление 33 в алфавите Б. Тогда, согласно Г . 5, имеется нормаль
ный алгорифм ©, перерабатывающий всякое слово в алфавите Б н неко
торое слово в алфавите А и удовлетворяющий условию (1). H частности 

(8) ®:Д_||_<Б(®(Л)) 1(1), § 1.6.41, 

*В:(£(Л)Х<Е(®(Л))6(А) [(8) , § 1 .6 .6 , 1. § 3 . 6 ( 2 ) | 

1L<S(@(A)) | Г . З ff, § 1 .6 .4 , 1. § 3 . 6 ( 2 ) | 

ILA f ( l ) | , 

откуда следует доказываемое. 
4. Под изоморфизмом исчисления ?[ на исчисление 23 мы понимаем 

гомоморфизм исчисления 2t на исчисление 23, являющийся вместо с том 
изоморфизмом 2t в 23. Иначе говоря, изоморфизм 2t на 23 мы определяем 
как гомоморфизм 21 в 23, удовлетворяющий условиям Г . 4 и Г. 5. 

Следующая теорема вытекает из 2.1 и 3 . 1 . 
4 . 1 . Если S — изоморфизм исчисления 2t на исчисление 53, а 3 5 — 

изоморфизм исчисления 23 на исчисление Gr, ш ® о К есть изоморфизм 
исчисления 2t на исчисление (£. 

Следующая теорема очевидна. 
4 . 2 . Если 2t — исчисление в алфавите А, то тождественный алго

рифм 21А, Л [II. § 4 .2] есть изоморфизм исчисления 2t на самого себя. 
4 . 3 . Пусть 2t и 23—исчисления в алфавитах А и Б соответственно; 

Ê — изоморфизм исчисления 3t на исчисление 23; © — нормальный алго
рифм над A U Б, перерабатывающий всякое слово в алфавите В в слово 
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в алфавите А и удовлетворяющий условию 3 ( 1 ) . Тогда © есть изомор
физм исчисления 23 на исчисление 2t. 

В самом деле, ® удовлетворяет тогда условию Г. 1 (с заменой А 
на Б и Б на А). 

Если 

(1) 23:Р_Ц_<2, 

то Р и Q суть слова в Б, ®(Р) и ©(Ç) — слова в А и потому 

(2) %:<S(®(P))±P [ 3 (1 ) ] , 

(3) » : 6 (®(Ç)) 1 С [ 3 ( 1 ) ] , 

(4) » : G (®(*))1<Е (®(С)) ' [(2), (1), (3), § 1 .6.4, § 1 . 6 . 5 ] , 

Я : ® С Р ) 1 © ( 0 ) [(4), Г . 4 G]. 
Следовательно, (53 удовлетворяет условию Г . 2 . 

Для произвольных слов Р и Q в Б имеем 

» : < Ч ® ( * С ) ) ! * С [3(1)] 

! « ( © ( * ) ) « ( © ( $ ) ) (3 (1 ) , § 1 .6 .4 , § 1.'б.7] 

(5) 1 в ( ® 0 Р ) ® ( С ) ) [Г. 3 6 , § 1 .6 .4 ] , 

9 l : @ C P Ç ) l ® 0 P ) ® ( Ç ) [(5), Г . 4 S ] . 

Следовательно, ® удовлетворяет условию Г . 3. 
® является, таким образом, гомоморфизмом исчисления 23 в исчисле

ние 2t. 
Для произвольного слова Q в А £ (Q) есть слово в Б, и потому 

(6) 33 : (£(©(£ ( < ? ) ) ) ! 6 (Q) [ 3 ( 1 ) ] , 

2t: ©(<£(<?)) JL <? [ (б) , Г . 4 £ ] . 
Принимая во внимание, что S — нормальный алгорифм над A U Б, 
перерабатывающий всякое слово в алфавите А в некоторое слово 
в алфавите Б, усматриваем отсюда, что © удовлетворяет условию Г . 5 
(К и © поменялись здесь ролями). 

Пусть, наконец, Р и Q — такие слова в Б, что 

(7) 9t : © (P) JL © 
Тогда 

G: i>J_G(@(i>) ) [3(1) , § 1 .6 .4] 

J _ e (©(<?)) [(7), Г . 2 6 ] 

JL<? [ 3 ( 1 ) ] . 
Это показывает, что © удовлетворяет условию Г . 4. 

Следовательно, © есть изоморфизм исчисления 23 на исчисление 9t, 
что и требовалось доказать. 
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5. Пусть 21 и 23 — исчисления. Будем говорить, что исчисление % 
включаемо в исчисление 23, если имеется изоморфизм исчисления 21 
в исчисление 23; будем говорить, что исчисление 2t изоморфно исчисле
нию 23, если имеется изоморфизм исчисления 2t на исчисление 23. 

5 .1 . Если исчисление 2t включаемо в исчисление 23, а исчисление 23 
включаемо в исчисление (£, то исчисление 2t включаемо в исчисление Й. 

Это следует из теоремы 2 .1 . 
5.2. Если исчисление 2t изоморфно исчислению 23, то 2t включаемо 

в 23-
Чтобы усмотреть это, достаточно принять во внимание, что всякий 

изоморфизм 2t на 23 является и изоморфизмом 2t в 23. 
5.3. Всякое исчисление изоморфно самому себе. 
Это следует из теоремы 4.2. 
5.4. Если исчисление 2t изоморфно исчислению 23, а исчисление 23 

изоморфно исчислению S , то 2t изоморфно 6 . 
Это следует из теоремы 4 . 1 . 
5 .5 . Если исчисление 2t изоморфно исчислению 23, то 23 изоморфно 2t. 
В самом деле, пусть исчисление 2t изоморфно исчислению 23. Пусть 

А и Б — алфавиты этих исчислений. Тогда имеется изоморфизм 6 
исчисления 2t на исчисление 23. Он удовлетворяет условию Г. 5, 
согласно которому имеется нормальный алгорифм © над A U Б, пере
рабатывающий всякое слово в алфавите Б в слово в алфавите А 
и удовлетворяющий условию 3(1) . © есть изоморфизм исчисления 23 
на исчисление % [4 .3] . Следовательно, 23 изоморфно 2t, что и требова
лось доказать. 

5.6. Пусть А—произвольный алфавит, п — положительное число. 
Тогда всякое исчисление в алфавите из п букв изоморфно некоторому 
исчислению в алфавите, не имеющем с А общих букв и также состоя
щем из п букв. 

В самом деле, рассмотрим какое-нибудь исчисление 23 в алфавите Б 
из п букв. Построим алфавит Б, также содержащий п букв и не 
имеющий общих букв с А. Установим между алфавитами Б и Б опре
деленное взаимно-однозначное соответствие. Букву, соответствующую 
букве £ алфавита Б, будем называть двойником буквы £. Заменяя 
в определяющей системе соотношений исчисления Б каждую букву ее 
двойником, получим систему соотношений в алфавите Б. Эта система 
соотношений определяет некоторое исчисление 23 в алфавите Б. Легко 
убедиться, что 23 является искомым исчислением. 

6. Пусть И означает какое-нибудь свойство исчислений. Будем 
говорить, что И инвариантно, если всякое исчисление, изоморфное 
исчислению со свойством И, само обладает им; будем говорить, что И 
наследственно, если всякое исчисление, включаемое в исчисление со 
свойством И, само обладает им. 

6 .1 . Всякое наследственное свойство инвариантно. 
Это следует из предложения 5 .2 . 
Приведем некоторые примеры наследственных свойств. 
Будем говорить об исчислении 2t в алфавите А, что оно единично, 

если всякие два слова в алфавите А эквивалентны в 91, т. е. если 
соблюдается условие 

4:P±Q (P, Q — слова в А ) . 
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6 .2 . Единичность — наследственное свойство. 
В самом деле, пусть исчисление 9t включаемо в единичное исчисле

ние 23- Тогда имеется изоморфизм К исчисления 9t в исчисление 33. 
Пусть А и Б означают соответственно алфавиты исчислений 9t и 23. 
Для любых двух слов R и S в A, S (R) и S (S) суть слова в Б [Г. 1 S] 
и потому, в силу единичности исчисления 35, 

3 3 . e ( # ) j L S ( S ) , 
откуда 

9t :R±S [Г. 4 S ] . 

Этим доказано, что 21 единично. Таким образом, всякое исчисление, 
включаемое в единичное исчисление, само единично, что и требовалось 
доказать. 

6 .3 . Единичное исчисление включаемо во всякое исчисление. 
В самом деле, пусть 2t — единичное исчисление в алфавите А; 

33 — произвольное исчисление в алфавите Б. Покажем, что 9t вклю
чаемо в 23. 

Для этого воспользуемся алгорифмом S A U B [П. § 4 . 7 ] , перерабаты
вающем всякое слово в алфавите A U Б в пустое слово. Покажем, что 
этот нормальный алгорифм в A U Б есть изоморфизм исчисления 21 
в исчисление 33, т. е. что он удовлетворяет условиям Г. 1, Г. 2, Г. 3 
и Г. 4. 

Соблюдение условия Г. 1 видно из того, что 

(2) S A u Б (Р) = А {Р — слово в А). 

Отсюда же следует, в силу I. § 3 . 6 ( 2 ) и § 1.6.3, что соблюдается 
условие Г. 3. Соблюдение условия Г. 2 вытекает из (2) в силу § 1 .6 .3 . 
Наконец, соблюдение условия Г . 4 непосредственно следует из условия 
единичности исчисления 2t. 

Таким образом, S A U B есть изоморфизм 3t в 33, что и требовалось 
доказать. 

6 .4 . Всякое единичное исчисление изоморфно всякому другому еди
ничному исчислению. 

В самом деле, пусть 21 и 33 — единичные исчисления соответственно 
в алфавитах А и Б. Покажем, что 2t изоморфно 33. 

Для этого опять воспользуемся алгорифмом Ê A U B - Согласно дока
зательству леммы 6 .3 , этот алгорифм есть изоморфизм 21 в 33. Пока
жем, что теперь он является даже изоморфизмом 9t на 33. Для этого 
надо лишь доказать, что он удовлетворяет условию Г. 5. 

Возьмем в качестве © тот же алгорифм Ê A U B - Имеем 

(3) @ ( Ç ) = A (Q — слово в Б) [П. § 4 . 7 ] . 

6AU в (®(Ç)) = A «? — слово в Б) [(3), (2 ) ] . 

Принимая во внимание, что 33 — единичное исчисление, заключаем 
отсюда, что имеет место эквивалентность 3 ( 1 ) . Так как © перерабаты
вает всякое слово в алфавите Б в некоторое слово в алфавите А [(3)] , 
S A u B удовлетворяет условию Г . 5, что и требовалось доказать. 

Следующая лемма непосредственно следует из лемм 6 .2 , 6 .1 и 6 .4 . 
22 А. А. Марков 
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6.5 . Если 2t— единичное исчисление, то для единичности исчисле
ния 23 необходимо и достаточно, чтобы 23 было изоморфно 21. 

Будем говорить об исчислении 2t в алфавите А, что оно конечно, 
если имеются такие слова А 1 ? . . . , А„ в А (п — положительное число), 
что всякое слово в А эквивалентно в 2t одному из них. 

Ниже мы докажем, что конечность есть наследственное свойство. 
Предварительно установим некоторые необходимые и достаточные 
условия конечности исчисления. 

Будем говорить о слове в алфавите исчисления 2t, что оно сокра
щаемо в 2t, если оно эквивалентно в 2t слову меньшей длины. 

6.6 . Если слово Р сокращаемо в 2t, то, каково бы ни было слово Q 
в алфавите исчисления 2t, слова PQ и QP сокращаемы в 21. 

Это следует из § 1 .6 .6 . 
6.7. Если число m таково, что всякое слово длины m в алфавите А 

исчисления 2t сокращаемо в 2t, то и всякое слово длины, большей т, 
в алфавите А сокращаемо в 2t. 

Это следует из 6 .6 в силу I. § 3 . 9 . 1 . 
6 .8 . Для того, чтобы исчисление 2t в алфавите А было конечным, 

достаточно, чтобы имелось такое число т, что всякое слово в А длины m 
было сокращаемо в 2t. 

В самом деле, пусть всякое слово в А длины m сокращаемо 
в 2(. Тогда и всякое слово длины, большей т, сокращаемо в 21 [6. 7] . 

Исходя из произвольного слова Р0 в А, будем последовательно 
строить слова Рх, Р2,... следующим образом. Если [Рд^т, то Р 0 

сокращаемо. Соответственно этому берем Р1 таким образом, что 

Я ^ о Х Л . 

(4> [Л а > [ - ? ? • 

Если и [Р^^л/г, то Р{ сокращаемо. Берем тогда Р2 таким образом, 
что 

И : Л Х Л » 
(5) 

Так продолжаем до тех пор, пока не придем к некоторому слову Рк 

в А, такому, что 

Рано или поздно это случится ввиду (4), (5) и т. д. 
Будем иметь 

(6) 3 1 . - Л Х Л Х . - - Х Л , 

%:Р0±Рк [(6), § 1 .6 .5] . 

Это показывает, что всякое слово в А эквивалентно в 2t некоторому 
слову длины, меньшей т. Так как слов в А длины, меньшей т, 
имеется лишь конечное число и все они могут быть переписаны, 
2t конечно, что и требовалось доказать. 

Будем говорить об исчислении 9t в алфавите А, что оно ограничено, 
если имеется положительное число п, такое, что соблюдается следую-
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щее условие: для всякого ряда Р 0 , . . . , Рп, состоящего из т г + 1 слов 
в алфавите А, могут быть так указаны числа i и / , что 

(7) 0 < г < / < л 
u что 

(8) %:Р,±Ру 

6 . 9 . Всякое конечное исчисление ограничено. 
В самом деле, пусть 2t— конечное исчисление в алфавите А. Тогда 

имеются слова А1,Л.., АП в А такие, что всякое слово в алфавите А 
эквивалентно в исчислении 21 одному из них. Рассмотрим какой-нибудь 
ряд Р 0 , . . . , Рп, состоящий из слов в А. Для каждого числа h 
из ряда 0 , . . . , п имеется число kh из ряда 1 , . . . , п такое, что 

(9) K'.Pnl_Äkh ( 0 < / г < г г ) . 

Так как различных чисел kh не более n, а ряд 0 , . . . , п состоит из 
n -j-1 чисел, найдутся числа i и /, удовлетворяющие условию (7) 
и такие, что 

( 1 0 ) А, = АУ . 

Для этих чисел будем иметь 

(11) Я :Л_1и* [(9), (Ю)], 
(12) К:Р,±АЬ. [ (9)] . 

В силу ( 1 1 ) и ( 1 2 ) , имеет место эквивалентность (8) [ § 1 . 6 . 4 , § 1 . 6 . 5 ] , 
что и требовалось доказать. 

6 . 1 0 . Если исчисление 2t в алфавите А ограничено, то может быть 
указано такое число яг, что всякое слово длины m в алфавите А будет 
сокращаемо в 2t. 

В самом деле, фиксируем тогда положительное число п согласно 
определению ограниченности таким образом, чтобы для всякого ряда 
Р0,..., Рп1 состоящего из тг —J— 1 слов в А, могли быть указаны числа i 
и /, удовлетворяющие условиям (7) и (8). Будем рассматривать только 
такие ряды Р0,..., Рп слов в А, для которых 

[Pf = i ( 0 < ; < > * ) -

Таких рядов имеется конечное число, и можно составить полный пх 
список. Для каждого ряда Р0,..., Рп из этого списка возьмем числа i 
и /, удовлетворяющие условиям (7) и (8). О слове Pj будем говорить, 
что оно выделено из ряда Р 0 , . . . , Рп. Будем говорить о слове Р в А, 
что оно приводимо, если оно выделено из одного из наших рядов. 
В противном случае будем говорить, что слово Р неприводимо. Оче
видно, что всякое приводимое слово эквивалентно в 2t слову меньшей 
длины. Ясно также, что может быть составлен полный список приво
димых слов. 

Покажем теперь, что среди чисел 0 , . . . , п имеется число m такое, 
что все слова длины m в алфавите А приводимы. Действительно> 

22* 



340 Глава VI. Неразрешимость некоторых массовых проблем 

испытаем на приводимость, т. е. на принадлежность списку приводимых 
слов, сначала все слова длины 0 в А, затем все слова длины 1 в А 
и т. д., наконец, все слова длины п в алфавите А. Если бы в резуль
тате этих испытаний мы нашли для всякого числа m из ряда 0 , . . . , п 
неприводимое слово Qm длины т, то слова Ç 0 , . . . , Q» образовали бы 
один из рассматриваемых нами рядов ?г-(-1 слов в А. Слово, выде
ленное из этого ряда, было бы, однако, приводимым вопреки построе
нию ряда. Таким образом, наше испытание должно дать нам число m 
такое, что все слова длины m в алфавите А приводимы и потому 
сокращаемы в 21. Такое число m может быть указано, что и требова
лось доказать. 

Из лемм 6. 8—6.10 вытекает следующий результат. 
6 .11 . Исчисление тогда и только тогда конечно, когда оно огра

ничено. 
Отметим, что мы доказали этот результат конструктивно, не прибе

гая к таким средствам, как закон исключенного третьего и т. п. Дока
зательство конечности всякого ограниченного исчисления с помощью 
лемм 6.10 и 6 .8 дает способ нахождения слов А},..., Лп в алфа
вите А ограниченного исчисления 21, таких, что всякое слово в А 
эквивалентно в исчислении 2t одному из слов Аг,..., Ап. 

Докажем теперь наследственность свойства ограниченности. 
6 .12 . Ограниченность исчислений есть наследственное свойство. 
В самом деле, пусть 33 — ограниченное исчисление в алфавите Б; 

21 — исчисление в алфавите А, включаемое в 33. Покажем, что 2t огра- • 
ничено. 

Имеется изоморфизм 6 исчисления 21 в исчисление 33. Это — нор
мальный алгорифм в алфавите A U Б» удовлетворяющий условиям 
Г . 1—Г. 4. 

Так как 33 ограничено, имеется положительное число п, такое, что 
для всякого ряда QQ,..., Qn елов в алфавите Б могут быть указаны 
числа i и /, удовлетворяющие условию (7) и условию 

Рассмотрим какой-нибудь ряд Р п , Р п слов в алфавите А. 
В силу Г . 1 6 , 

&(Р9),..., <&(РЩ) 

есть ряд слов в алфавите Б. Поэтому согласно выбору числа п могут 
быть указаны чисда i и /, удовлетворяющие условию (7) и условию 

(13) » : « ( * < ) J L « W 

Взяв так числа i и / , будем иметь эквивалентность (8) [(13), Г . 4 (£]. 
Таким образом, для всякого ряда Р0,..., Рп слов в алфавите А 

могут быть указаны числа i и /, удовлетворяющие условиям (7) и (8). 
Это означает, что исчисление % ограничено, что и требовалось дока
зать. 

Из предложений 6.11 и 6.12 вытекает следующий результат. 
6 .13. Конечность исчислений есть наследственное свойство. 
Будем говорить об исчислении 21 в алфавите А, что оно полугруп-

павов, если оно удовлетворяет следующим условиям. 
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П. 1. %:P±Q, коль скоро 2t : RP ±RQ. 
П. 2. %:P±Q, коль скоро % : PR J _ QR. 

Здесь P, Q, R означают произвольные слова в А. 
6.14. Полугрупповостъ исчислений есть наследственное свойство. 
В самом деле, пусть 23 — полугрупповое исчисление в алфавите В , 

а 21 — исчисление в алфавите А, включаемое в 23. Покажем, что 2t — 
полугрупповое исчисление. 

Имеется изоморфизм 6 исчисления 2t в исчисление 23. Он удовле
творяет условиям Г. 1—Г. 4. 

Пусть 

(14) %:RP±RQ 

для некоторых слов P, Q, R в А. Тогда 

%:(Ï(R)<£(P)±<£(RP) [Г. 3 6 , § 1 .6 .4 ] 

1 в ( В Д [(14), Г . 2 6] 

Л б ( Д ) в ( С ) [ г . 3 6 ] . 

Так как полугрупповое исчисление 23 удовлетворяет условию П. 1, 
заключаем отсюда, что 

(15) Ъ:й(Р)±Ъ(Щ, 

31: P J , * ? [(15), Г. 4 6 | . 

Мы доказали, таким образом, что 2t удовлетворяет условию П. 1. 
Аналогично доказывается, что 2t удовлетворяет условию П. 2. Сле

довательно, 2t — полугрупповое исчисление, что и требовалось доказать. 
Будем говорить об исчислении 2t в алфавите А, что оно групповое, 

если имеется нормальный алгорифм g над А, перерабатывающий всякое 
слово в алфавите А в слово в этом же алфавите и» такой, что 

(16) %:$(Р)Р±А, 

(17) %:Ръ(Р)±А 

для всякого слова Р в А. 
Групповость исчислений не является наследственным свойством. 

Действительно, исчисление в алфавите А 0, определяемое системой 
соотношений 

является, как нетрудно видеть, групповым, а включаемое в него 
исчисление в алфавите {а}, определяемое пустой системой соотношений, 
не является групповым. 

6.15. Групповость есть инвариантное свойство исчислений. 
В самом деле, пусть 23 — групповое исчисление в алфавите Б; 

2t — исчисление в алфавите А, изоморфное 23- Покажем, что 2t есть 
групповое исчисление. 

Имеется изоморфизм 6 исчисления 2t на исчисление 23. Это — нор
мальный алгорифм над A (J Б, удовлетворяющий условиям Г . 1—Г. 5. 
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Так как исчисление 23 групповое, имеется нормальный алгорифм ф 
над Б, перерабатывающий всякое слово в алфавите Б в слово в этом же 
алфавите и такой, что 

( 1 8 ) Э З : ф ( < ? ) < ? £ Л , 

Э З : < Ж < ? ) 1 А . 

В силу Г . 5 , имеется нормальный алгорифм © над A U Б, перера
батывающий всякое слово в алфавите Б в некоторое слово в алфа
вите А и удовлетворяющий условию 3 ( 1 ) . 

Построим алгорифм g как нормальную композицию алгорифмов 6 , 
ф и © : 

(19) % = ®о фо е. 

g— нормальный алгорифм над A U Б [ ( 1 9 ) , I I I . § 3 . 5 . 2 ] и, значит, 
над А. Для всякого слова Р в А 

( 2 0 ) S (*) = ©($ («(/>))) L(19). U I . § 3 . 5 . 3 ] . 

Если Р есть слово в А, то £ (Р) — слово в Б [ Г . 1 ] , $ ( К (Р)) — 
слово в Б и ® ( $ ( G ( J P ) ) ) — слово в А. В силу ( 2 0 ) , отсюда следует, 
что алгорифм g перерабатывает всякое слово в алфавите А в слово 
в этом же алфавите, причем 

( 2 1 ) SOP) = © ( # ( 6 (/>))) (Р — слово в А). 

Имеем далее для любого слова Р в А 

»:Œ(8( i > ) / > )Xe(S(^))«(-P) 1Г- 3 «I 
= &(®($(&(Р))))(ЦР) [ ( 2 1 ) ] 

X £ ( £ ( / > ) ) S (i>) [ 3 ( 1 ) , § 1 .6 .61 

-ILA [ ( 1 8 ) ] 

J L « ( A ) [ 3 . 2 , § 1 . 6 . 4 ] , 

откуда, в силу Г . 4 , следует эквивалентность ( 1 6 ) . 
Аналогичным образом устанавливается эквивалентность ( 1 7 ) . 
Следовательно, 2t есть групповое исчисление, что и требовалось 

доказать. 
6 . 1 6 . Всякое групповое исчисление есть полугрупповое исчисление. 
В самом деле, пусть 2t — группойое исчисление в алфавите А. 

Тогда имеется нормальный алгорифм g над А, перерабатывающий 
всякое слово в алфавите А в слово в этом же алфавите и такой, что 
эквивалентности ( 1 6 ) и ( 1 7 ) имеют место для всякого слова Р в А. 

Если для каких-нибудь слов P, Ç, R в А имеем 

( 2 2 ) %:RP±RQ9 

то 
»l:P±%(R)RP [ ( 1 6 ) , § 1 . 6 . 4 , § 1 . 6 . 6 ] 
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JL%(R)RQ [ (22), § 1 .6 .6 ] 

IQ [(16), § 1 . 6 . 6 ] . 

Отсюда следует, что 2t удовлетворяет условию П. 1. 
Аналогично усматривается, что 3t удовлетворяет условию П. 2. 
Следовательно, 2t — полугрупповое исчисление, что и требовалось 

доказать. 
6.17. Всякое исчисление, включаемое в групповое исчисление, есть 

полугрупповое исчисление. 
Это следует из 6.16 и 6.14. 
6 .18 . Включаемость исчисления в групповое исчисление есть наслед

ственное свойство. 
Это следует из 5 .1 . 
6 .19 . Исчисление в алфавите {а}, определяемое пустой системой 

соотношений, не конечно. 
В самом деле, в этом исчислении всякое слово в алфавите {а} 

эквивалентно лишь самому себе, откуда следует, что условие конеч
ности исчисления не соблюдается. 

6 .20 . Исчисление в алфавите {а}, определяемое системой соотногиений 

{аа <—> а, 

не есть полугрупповое исчисление. 
В самом деле, в этом исчислении слова аа ж а эквивалентны, тогда 

как слова а и А, очевидно, не эквивалентны. 
Будем говорить об исчислении 2t в алфавите А, что оно разрешимо, 

если имеется нормальный алгорифм над A | J { * } > аннулирующий те 
и только те слова вида P*Q (P, Q — слова в А), для которых экви
валентность 

(23) %:P±Q 

не имеет места. 
6 .21 . Разрешимость исчислений есть наследственное свойство. 
В самом деле, пусть исчисление 2t в алфавите А включаемо в раз

решимое исчисление 23 в алфавите Б. Покажем, что 2t разрешимо. 
Имеется изоморфизм Ê исчисления 2t в исчисление 23. Он является 

нормальным алгорифмом над A (J Б, удовлетворяющим условиям 
Г. 1—Г. 4. В силу Г. 2 и Г . 4, эквивалентность (23) тогда и только 
тогда имеет место для слов Р и Q в А, когда 

S3 : S ( P ) J L £(<?)• 

Предполагая, что звездочка не есть буква алфавита A U Б, построим 
алгорифмы 

(24) 3 = 3 А , * [И. § 4 . 1 0 ] , 

(25) ® = ® А > . [II. § 4 . 1 0 ] . 

Это — нормальные алгорифмы в A U {*} 1П. § 4 . 1 0 ] , причем для 
слов Р и Q в А 
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(26) 3(P*Q)=:P [(24), IL § 4 . 1 0 . 5 ] , 

(27) ®(P*Q) = Q [(25), IL § 4 . 1 0 . 6 ] . 

Построим алгорифмы ф и ® как нормальные композиции алгориф
мов <3 и соответственно © с алгорифмом S: 

(28) £) = 6 с З , 

(29) g = 6 о ©. 

ф и <£—нормальные алгорифмы над A U Б U (*} [(28), (29), III. 
§ 3 . 4 . 2 ] и 

(30) ®(P*Q) = £(P) [(28), HI. § 3 . 4 . 3 , (26), Г. 1 6 ] , 

(31) g ( />*£) = <£ (Ç) [(29), III . § 3 . 4 . 3 , (27), Г .1 6 J . 

Применяя к алгорифмам 3) и © теорему объединения III. § 4 . 1 . 1 , 
построим такой нормальный алгорифм g над A U Б U {*}» ч т о 

(32) g (R) ~ © (i?) * g (Л) (R — слово в A U Б U {*})• 
Имеем 

(33) %(P*Q) = &(P)*<&(Q) CP, <? —слова в А) [(30), (31), (32)]. 

По предположению, исчисление 2В разрешимо. Это значит, что 
имеется нормальный алгорифм 51 надБи{*}> аннулирующий слово R*S 
(R, S — слова в Б) тогда и только тогда, когда эквивалентность 
2 3 : А _ [ ] _ ^ н е имеет места. 

Построим алгорифм # как нормальную композицию алгорифмов g 
и R: 
(34) £ = £ o g . 

ф — нормальный алгорифм над A (J Б (J {*} [(34), III. § 3 .4 .2] и, зна
чит, над A U {*}. Для всяких слов Р и Q в А имеем 

®(P*Q)^.R(b(P)*<l(Q)) [(34), III. § 3 . 4 . 3 , (33)] , 

откуда следует, что <£> тогда и только тогда аннулирует слово 
когда 5Î аннулирует слово (£ (P) *S (Ç). Последнее же имеет место тогда 
и только тогда, когда эквивалентность 23 : 6 (P) J _ 6 (<?) не имеет места, 
т. е. когда не имеет места эквивалентность (23). Таким образом, ф есть 
нормальный алгорифм над A U {*}, аннулирующий слово вида P*Q 
(P, Q—слова в А) тогда и только тогда, когда эквивалентность (23) 
не имеет места. Следовательно, 21 разрешимо, что и требовалось дока
зать. 

7. С точки зрения алгебры инвариантные свойства исчислений пред
ставляют интерес в первую очередь. Алгебраист будет склонен прово
дить по отношению к исчислениям абстракцию отождествления, отожде
ствляя изоморфные исчисления, считая их лишь различными способами 
задания одной и той же «абстрактной ассоциативной системы». При 
такой установке иеинвариантные свойства исчислений не представляют 
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особого интереса, будучи не свойствами самих абстрактных ассоциатив
ных систем, а лишь свойствами способов их задания. Учитывая, однако, 
что способ задания абстрактных ассоциативных систем посредством 
исчислений является ценным, алгебраист поставит вопрос об общих 
методах распознавания инвариантных свойств абстрактных ассоциатив
ных систем, задаваемых этим способом. 

Этому вопросу соответствует следующая постановка нормальной 
массовой проблемы. 

Пусть И — некоторое инвариантное свойство исчислений, А — неко
торый алфавит. Условимся о следующем способе записи систем соотно
шений в А. Введем буквы ос и ß, не принадлежащие А и различные. 
Будем записывать всякую систему соотношений в А в виде слова 
в A U (ос, ß}, получаемого путем выписывания друг за другом слов, 
возникающих из соотношений системы в результате подстановки буквы а 
вместо двойной стрелки и приписывания справа буквы ß. Запись опре
деляющей системы соотношений исчисления 91 в А будем обозначать 
через 2t3. 

Требуется построить нормальный алгорифм над A | J { a , ß}, приме
нимый к записи 5t3 всякого исчисления 2t в А и аннулирующий 2t3 тогда 
и только тогда, когда 2t обладает свойством И. 

Эту нормальную массовую проблему мы будем называть проблемой 
распознавания свойства И для алфавита А. 

Мы докажем неразрешимость этой проблемы при некоторых весьма 
общих условиях, налагаемых на И и А. А именно мы докажем следую
щую теорему. 

7 . 1 , Пусть И — инвариантное свойство исчислений. Если имеется 
как исчисление с этим свойством, так и исчисление, не включаемое ни 
в какое исчисление с этим свойством, то может быть указан алфавит, 
для которого проблема распознавания свойства И неразрешима (в том 
смысле, что искомый в этой проблеме алгорифм невозможен). Если при 
этом алфавит исчисления со свойством И состоит из п букв, то для 
всякого алфавита с числом букв, большим или равным n-\-4t, проблема 
распознавания свойства И неразрешима. Если же, в частности, имеется 
единичное исчисление со свойством И, то для всякого алфавита с числом 
букв, большим или равным 4, проблема распознавания свойства И нераз
решима. 

8. Введем прежде всего следующие вспомогательные понятия. 
Будем говорить о соотношении, что оно регулярно, если обе его 

части непусты. Будем говорить об исчислении, что оно регулярно, если 
все соотношения его определяющей системы регулярны. 

8 . 1 . Всякое регулярное исчисление включаемо в исчисление в алфа
вите А 0. 

Рассмотрим, в самом деле, произвольное регулярное исчисление 23 
в алфавите Б. Покажем, что оно включаемо в некоторое исчисление 
в алфавите А 0. 

С этой целью воспользуемся операцией перевода слов в алфавите Б, 
определенной в I. § 6.1 и I. § 6 .2 . Роль В будет при этом играть 
пустой алфавит, роль у 1 7 . . . , ук — буквы алфавита Б, роль сс и ß — а и, 
соответственно, Ь. Роль алфавита А будет поэтому играть алфавит А 0 

[I. § 2 . 6 ] , а роль Б — наш теперешний алфавит Б. Перевод слова Р 
в алфавите Б будем попрежнему обозначать через [Р~. 

Переводом соотношения Р<—>Q в алфавите Б будем называть соот
ношение 
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в алфавите А 0 . Заменяя каждое соотношение определяющей системы 
исчисления 23 переводом этого соотношения, получим некоторую систему 
соотношений в АЛ. Эта система соотношений определяет некоторое исчис
ление 2t в А 0. Наша теорема будет доказана, если мы покажем, что 25 
включаемо в 2t. 

Докажем для этого некоторые леммы. 
8 . 2 . Если » : P J _ Ç , то %:[PX±[Q\ 
В самом деле, тогда имеются такие слова Ä, S, TU, что имеют 

место равенства § 1 .5 (1 ) , § 1.5(2) и что хотя бы одно из соотноше
ний § 1.5(3), § 1 .5 (4) принадлежит определяющей системе исчис
ления 2 3 [§ 1 .5 .1 ] . Имеем 

(1) [ ^ = [1Г[Г[ .У С [§ 1 .5 (1) , I. § 6 . 2 . 1 0 ] , 

(2) [Q^[RZ[UX[S'- [§ 1 .5 (2 ) , I . § 6 . 2 . 1 0 ] . 

Переводами соотношений § 1.5(3) и § 1.5(4) являются соотношения 

[1Г+-+[Т\ 

и одно из них принадлежит определяющей системе исчисления 3t. Следо
вательно, 

[(1), (2) , § 1 .5 .1] , 

что и требовалось доказать. 
8 . 3 . Если 2 3 : P J ] _ Ç > m o % : [ р х 

Это следует из 8.2 в силу § 1 .6 .1 . 
8 .4 . Если Р — слово в Б гг 2 t : [ P " J _ F , mo имеется такое слово Q, 

что 

(3) а з : / > 1 < 2 , 

(4) V = [Q\ 

В самом деле, тогда имеются такие слова W, X, У, Z, что имеют 
место равенства 

(5) [F* = WYZ, 

(6) V = WXZ 

п что одно из соотношений 

( 7 ) У ~ Х , 

(8) > У 

принадлежит определяющей системе исчисления 2t [§ 1 .5 .1] . Пусть 
это будет соотношение (7) . Оно является тогда переводом некоторого 
соотношения 
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принадлежащего определяющей системе исчисления 3 3 . Имеем 

(Ю) 7 = [ Г , 

< Н ) Х = [СГ. 

В силу регулярности исчисления 3 3 , Т=£А. В силу (5) и (10) 

W*[TX*Z 

есть вхождение перевода непустого слова Т в перевод слова Р. Это 
вхождение является, следовательно, переводом некоторого вхождения 

R*T *S 

слова Т в P [I. § 6 . 3 . 3 ] . Имеем поэтому 

(12) P=RTS, 

<13) W = [R\ 

<14) Z=[S*, 

У = [НЧ1Г[Г [(6), (13), (11), (14)] 

= [RUS* [I.§ 6 . 2 . 1 0 ] 

= [<?% 
где 
0 5 ) Q=RUS. 

Так как соотношение (9) принадлежит определяющей системе исчис
ления 23, имеем смежность (3) [(12), (15), § 1 .5 .1] . 

Мы предполагали при этом, что соотношение (7) принадлежит опре
деляющей системе исчисления 21. Совершенно аналогично обстоит дело, 
когда ей принадлежит соотношение (8) . И в этом случае можно указать 
слово Ç, удовлетворяющее условиям (3) и (4) . 

Лемма, таким образом, доказана. 
8 .5 . Если слова Q и Р в Б таковы, что 2С : [Р т Jj_ [(Г, т о 23 : Р _][_(?. 
В самом деле, тогда имеется такой ряд слов У 0 , . . . , Vn (тг^О), что 

<16) ? t : F 0 J _ . . . X ^ » . 

(17) VB = [P\ 

(18) Vn = [Q\ 

Если л = 0, то [PX = [Q~- [(17), (18)] , откуда P = Q [ I . § 6 . 2 . 5 ] 
и ®:P±Q [§ 1 .6 .3 ] . 

Если же гс>0, то %:[PZ_\_V1 [(16), (17)], откуда, согласно 8.4, 
следует возможность указания такого слова Р}, что 

(19) Э З : Р _ 1 _ Л , 

(20) V^lPl 
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В силу (19), Pj есть слово в Б. Е с л и я > 1 , то аналогичным образом 
2t : [ jPÏ_LF 2 [(16)? (20)], откуда следует возможность указания такого 
слова Pv что 

Продолжая это рассуждение и полагая еще Р0 = Р, получаем ряд 
слов Р 0 , . . . , Р и , удовлетворяющий условиям § 1 . 6 (2) (с заменой 2t на S3), 
§ 1 .6(3) и такой, что 

(21) V4=[P1 ( 0 < î < n ) . 
Имеем 

№ = № К 1 8 Ь ( 2 1 » > 

откуда Pn—Q [I. § 6 .2 .5 ] . Таким образом, ряд слов Р0,...,Рп удовле
творяет и условию § 1.6(4) . Следовательно, 23 : Р _[]_(? [ § 1 . 6 . 1 ] , что 
и требовалось доказать. 

Воспользуемся теперь алгорифмом перевода 2 . Это в данном случае 
есть нормальный алгорифм над А 0 U Б, применимый ко всякому слову 
в Б и удовлетворяющий условию II. § 4 .14(11) . 

Теорема 8.1 будет доказана, если мы покажем, что Z есть изомор
физм исчисления 23 в исчисление 21, т. е. что % удовлетворяет условиям 
Г . 1 — Г . 4 (с переменой ролей 21 и 23). 

2 перерабатывает всякое слово Р в алфавите Б в слово [Рх в алфа
вите А 0 [II. § 4 .14(11) ] . Следовательно, £ удовлетворяет условию Г . 1 . 

Z удовлетворяет условию Г . 2 в силу 8.3 и II. § 4 .14(11) . 
X удовлетворяет условию Г .З в силу I. § 6 . 2 . 9 , § 1.6.3 и 

I I . § 4 . 1 4 ( 1 1 ) . 
% удовлетворяет условию Г . 4 в силу 8.5 и II. § 4 .14 (11 ) . 
Следовательно, % есть изоморфизм 23 в 21, что и требовалось дока

зать. 
8 .6 . Всякое исчисление включаемо в регулярное исчисление. 
В самом деле, пусть 21 — произвольное исчисление в алфавите А. 

Введем букву а, не принадлежащую А. Присоединяя ее к А, получим 
алфавит 

(22) Б = A U {а} . 

Воспользуемся алгорифмами 21Б,А [И. § 4 . 2 ] и &в [П. § 4 .7] Это — 
нормальные алгорифмы в Б, причем 

(23) %ВЛ(Р) = Р \ 
{ 2 4 ) < £ £ ( * ) = « } < * - ™ » ° в Б ) ' Р* . § 4- 2> П. § 4 . 7 ] . 

Применяя к ним теорему разветвления III. § 5 . 1 . 1 , построим таков 
нормальный алгорифм S) над Б, что 

ъ(Р\ { S è ( j P ) (-Р слово в Б, 21в,дСР) = А) 
1 ) К ' ~~ 191 Б,Д (P) (Р — слово в Б, Ив.д (Р) =^А). 
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Пусть исчисление 21 определяется системой соотношений 

(26) {А<*-+В< (1 

где А4 и Bt — слова в А. 
Согласно (25), (23), (24), имеем 

(27) © ( * ) = { 
а {Р = А) 

P (Р — слово в Б, Р=£Л). 

Ф(Р) является поэтому непустым словом в Б, каково бы ни было 
слово Р в А. Следовательно, каждое из соотношений ^(А{)<—><S)(Bi) 
(1<1г<^л) есть регулярное соотношение в Б. Соотношения видов 

(28) c c £ « q 
(29) fr « 5 J ( ? € Б ) ' 

очевидно, также являются регулярными соотношениями в Б. Определим 
исчисление 33 в алфавите Б системой регулярных соотношений в Б 

<30) 
\Ъ{А,)+-*Ъ(В,) ( l < i < n ) 

} (56 Б). 

23 — регулярное исчисление. Покажем, что 21 включаемо в 23. Для 
этого покажем, что ф есть изоморфизм 2t в 23, т. е. что © есть нормаль
ный алгорифм над A (J Б, удовлетворяющий условиям Г. 1—Г. 4. 

© есть нормальный алгорифм над A U Б, так как © нормальный 
алгорифм над Б и А с Б [(22)]. 

© удовлетворяет условию Г . 1 в силу (27), 
Чтобы доказать, что © удовлетворяет условиям Г . 2 , Г .З и Г . 4 , 

докажем некоторые леммы. 
8 .7 , Если P и Q—слова в В и PQ^A, то %>:PÖLQ ±_PQ. 
Это следует из присутствия в определяющей системе соотношений 

исчисления 23 соотношений (28) и (29). 
8 .8 . Если P и Q—слова в А, то 

(31) 23 : © (PQ) JL©(i>) ©(<?)• 

В самом деле, если Р = А, то 

(32) ©СР) = а 1(27)], 

a так как ©(Ç) — непустое слово в Б, имеем 

(33) 33:a©(<2)JL©(<?) [8 .7 , § 1 . 6 . 2 ] . 

Следовательно, в этом случае имеет место эквивалентность (31) [(33), 
(32) , § 1 .6 .4 , I. § 3 . 6 ( 2 ) ] . 

Аналогичным образом устанавливается эквивалентность (o l j при 
Q=A. 

Если же РфА и <?=^Л, то PQ^A и 
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®(PQ.) = PQ [(27)] 

= 5D(P)5D(Ç) [ (27) ] , 

откуда (31) следует согласно § 1 .6 .3 . 
Лемма 8. 8 показывает, что © удовлетворяет условию Г. 3. 
8 . 9 . Если P, Q, R — слова в А, то 

23 : © (PQR) X © (P) © «?) © 

В самом деле, тогда 

23 : © (PQR) ± © (PQ) © (Д) [8. 8] 

Л©(Р)©(С)Ф(Д) [8 .8 , § 1.6.6] . 
8.10. Если %:P±Q, то 23 : ©(/>) X ® (<?)• 
В самом деле, тогда имеются такие слова R, S, T, U, что имеют 

место равенства § 1 . 5 ( 1 ) , § 1 .5 (2 ) и что одно из соотношений § 1.5 ( 3 ) , 
§ 1. 5 (4) принадлежит определяющей системе (26) исчисления 21 [§ 1 .5 .1 ] . 
Для определенности предположим, что соотношение § 1 .5 (3 ) принадле
жит ей, т. е. что 

(34) Т = А0 

(35) U = B{ 

для некоторого i из ряда 1 , . . . , п. Имеем 

(36) P = RA<S [§ 1.5(1), (34 ) ] , 

(37) Q=RB<S [§ 1 .5 (2 ) , (35)J, 

23 : © {P) JL © (R) © (A4) © {S) [(36), 8. 9] 

_L ©(A)© ( * , ) © ( £ ) [(30)] 

JL©(Ç) [(37), 8 . 9 , § 1 . 6 . 4 ] . 

Следовательно, 33 : © ( P ) JL® (Ç)> ч т о и требовалось доказать. 
8.11. Если %:P±q, mo 23 : © ( P ) J L ® «?)• 
Это следует из 8 .10 в силу § 1.6. 1 и § 1 . 6 . 5 . 
Лемма 8.11 показывает, что © удовлетворяет условию Г . 2 . 
Остается показать, что © удовлетворяет условию Г . 4. 
Для этого воспользуемся нормальным алгорифмом @в,а> применимым 

ко всякому слову в Б и перерабатывающим всякое такое слово Р 
в слово, получаемое из Р опусканием всех а [II. § 4 . 7 ] . Ясно, что 6в ,« 
перерабатывает всякое слово в алфавите Б в слово в алфавите А. 
"В силу (27) 
(38) £в,«(©СР)) = ^ (Р — слово в А). 

Имеем, очевидно, 

(39) <&B,*{PQR) = &B,*{P)&B,*(Q)%B,*(R) (P, Q — слова в Б). 
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8.12. Если 8 : P _ L < 2 , то 21 : £Б,а ( Р ) Х ^ Б . * (Ç). 
В самом деле, тогда имеются такие слова Л, S, T, U, что имеют 

место равенства § 1 . 5 ( 1 ) , § 1. 5 (2) и что одно из соотношений § 1. 5 (3), 
§ 1. 5 (4) принадлежит определяющей системе (30) исчисления 23 [§ 1.5.1]. 
Не ограничивая этим общности рассуждений, предположим, что соот
ношение § 1 .5(3) принадлежит системе (30). Тогда имеет место одно 
из трех: 

(40) Т = Ъ(А,), 

(41) U = ®(Bj) 
для некоторого ;' из ряда 1 , . . . , п; 

(42) Г = аС, 

(43) U = Z 

для некоторой буквы £ алфавита Б; 

(44) Т = 1х, 

(45) U = l 

для некоторой буквы £ алфавита Б. 

Рассмотрим 1-й случай — случай равенств (40) и (41). Имеем тогда 

(46) P = RS)(Af)S [ § 1 - 5 ( 1 ) , (40)] . 

(47) Q=R5)(Bj)S [§ 1 .5(2) , (41)] , 

(48) 6в ,«(*) = 6в . . (ЛМуев . . (Л) [(46), (39), (38)] , 

(49) е Б .« (С) = 6в . « (А )5 у е в , « (^) [(47), (39), (38)] 
и, так как соотношение As*—>В3 принадлежит определяющей системе 
исчисления 51 , а EB ,<*(JP ) и <4в,а(<?) суть слова в алфавите А этого 
исчисления, имеем 

И:6в..(Р)_1_6в,«(С) [(48), (49), § 1 .5 .1 ] , 
откуда 
(50) Я :G B .« (*>).]№,«(£) [ § 1 - 6 . 2 ] . 

Во 2-м случае 

(51) P = R£ß [§ 1-5(1), (42)], 

(52) Q=R%S [§ 1-5(2), (43)] , 

<£ в,,(/>) = €в, . (С) [(51), (52)], 

откуда, в силу § 1.6.3, вытекает эквивалентность (50). 
Аналогичным образом устанавливается эта эквивалентность в 3-м слу

чае Следовательно, она имеет место, что и требовалось доказать. 
8.13. Если <8:P]LQ, то % : 6 Б , * (^ ) J L 6 B , * « ? ) -
Это следует из 8.12 в силу § 1.6.1 и § 1.6.5. 
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Покажем теперь, что © удовлетворяет условию Г . 4. 
Пусть, в самом деле, Р и Q —такие слова в А, что 23 : © ( £ } J _ ® (<?)• 

Тогда 

что и требовалось доказать. 
Из теорем 8. 6 и 8 .1 , в силу 5 .1 , вытекает следующая теорема. 
8. 14. Всякое исчисление включаемо в исчисление в алфавите А 0. 
9 . Будем говорить об исчислении 23, что оно есть расширение исчис

ления 2t, если алфавит исчисления 23 есть расширение алфавита исчис
ления 2( и всякое соотношение, принадлежащее определяющей системе 
исчисления 21, принадлежит и определяющей системе исчисления 23. 

9 . 1. Если исчисление 23 есть расширение исчисления 21, то 23 : P \ Q, 
коль скоро 21 : P \ Q. 

Это непосредственно следует из определений расширения исчисления 
и смежности f § 1.5]. 

9 . 2. Если исчисление 23 есть расширение исчисления 21, то 23 : P J[_ Q, 
коль скоро 2t : P \\ Q. 

Это следует из 9.1 в силу § 1 .6 .1 . 
10. Пусть 21 и 23 — исчисления в алфавитах А и Б, не имеющих 

общих букв. Объединяя определяющие системы соотношений этих исчис
лений, получаем систему соотношений в алфавите A (J Б, Она опреде
ляет некоторое исчисление в алфавите A | J Б. Мы будем называть это 
исчисление свободным произведением исчислений % и 23 и обозначать 
символом 

Таким образом, свободное произведение исчислений 21 и 23 опреде
лено тогда и только тогда, когда алфавиты этих исчислений не имеют 
общих букв; оно является тогда исчислением в объединении этих алфа
витов. 

10 . 1. Если алфавиты исчислений 2t и 23 не имеют общих букв, 
то 2t ® 23 есть расширение каждого из исчислений 21 и 23. 

Это следует из определений расширения исчисления и свободного 
произведения исчислений. 

10 .2 . Если алфавиты исчислений 2t и 23 не имеют общих букв 
и 2l:PJL<?> т о 5 1 ® S : P J J _ Ç . 

Это следует из 10. 1 и 9 .2 . 
1 0 . 3 . Если алфавиты исчислений 21 и 23 не имеют общих букв, 

то каждое из них включаемо в исчисление 21 ® 23. 
В самом деле, пусть алфавиты А и Б исчислений 21 и 23 не имеют 

общих букв. Тогда существует свободное произведение 2t (g) 23 этих 
исчислений. Покажем, что 2t включаемо в 2t ® 23. Для этого покажем, 
что алгорифм 21AUB,A [П. § 4 .2] является изоморфизмом исчисления 2t 
в исчисление 2t ® 23. 

21AUB,A есть нормальный алгорифм над алфавитом A U A U Б, т. е. 
над A (J Б [П. § 4 . 2 ] , причем 

(53) 9 1 : е в . « ( © ( ^ ) ) 1 _ в в , . ( © ( С ) ) 

Я : Р _ [ | _ < ? 

[8 .13] , 

[(53), (38)] , 

<1) Я А и Б , А ( Р ) = Р 

для всякого слова Р в А [II. § 4 . 2 ] . Покажем, что 21AUB,A удовлетво
ряет условиям Г . 1—Г. 4 (с заменой 23 на 21 <g> 33 и Б на À U Б). 
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В самом деле, пусть алфавиты А и Б исчислений 5t и 23 не имеют 
общих букв и 23 есть единичное исчисление. Тогда существует свобод
ное произведение 2t ® 23 этих исчислений. Покажем, что 2t изоморфно 
2t ®23. Для этого покажем, что алгорифм 2IAUB,A 1Д. § 4 .2] является 
изоморфизмом исчисления 2t на исчисление 2t ® 23. 

Из доказательства теоремы 10. 3 усматриваем, что 21AUB, А ОСТЬ изо
морфизм 2t в 21 ® 23. Чтобы убедиться в том, что 3tдив, А есть изомор
физм 2t на 21(8)23, надо лишь доказать, что Э1лив, л удовлетворяет 
условию Г . 5 (с заменой 23 на 21 (g) 23 и Б на A U Б) [4]. 

Для этого воспользуемся операцией проектирования из A (J Б на А 
[II. § 4 .14] и докажем некоторые леммы. 

10.7. Для всякого слова Р в A U Б может быть построен такой 
ряд слов P Q , . . . , Рп (п^О), что 

и что всякое слово Р{ (0<О*^л) получается ив Рг^ в результате одно
кратного выбрасывания буквы алфавита Б, т. е. в результате подста
новки пустого слова вместо вхождения буквы алфавита Б. 

Это непосредственно следует из определения проекции слова. 
10. 8. Если Р — слово в A U Б, a Q —результат подстановки пустого 

слова вместо вхождения буквы алфавита Б в Р, то 

(10) 2t<g)23:i>X<?. 

В самом деле, тогда имеются такие слова R, S и такая буква \ 
алфавита Б, что 

(H) P = RçS, 

(12) Q=RS. 
Имеем 

(13) 23:i;JLÀ, 
так как исчисление 23 единичное. Лемма 10.2, очевидно, имеет место 
и с переменой ролей 2t и 23. В силу (13), имеем поэтому 

(14) 2 { ® 2 3 : £ Х А . 

R и S суть слова в A U Б, так как Р — слово в A (J Б [(11)]. 
Поэтому 

Я ® » : Д £ * Х А У [(14), § 1 :6 .6] , 

что, в силу (И) и (12), совпадает с эквивалентностью (10). 
10 .9 . 21® 2 3 : / > _ £ [ Р А (Р — слово в A U Б). 
Это следует из 10.7 и 10.8. 
Как известно, имеется нормальный алгорифм $ над A U Б, пере

рабатывающий всякое слово в алфавите A U Б в проекцию этого слова 
на алфавит А: 

(15) $ (P) = [ Р А (Р — слово в A U Б) [П. § 4 . 1 4 ] . 
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В силу 10 .9 , (15) и (1) 

2t ® 23 : SIAUB, Д (Ä (P)) JL Р ( ^ —слово в A U Б). 

Принимая во внимание, что $ перерабатывает всякое слово Р в алфа
вите A U Б в слово [РА в алфавите А, усматриваем отсюда, что 
91AUB, Л удовлетворяет условию Г . 5. 

Теорема 10.6, таким образом, доказана. 
10.10. Если имеется исчисление, не включаемое ни в какое исчисле

ние со свойством И, то может быть построено неразрешимое исчисле
ние в алфавите А 0, также не включаемое ни в какое исчисление со 
свойством И. 

В самом деле, пусть дано исчисление 21, не включаемое ни в какое 
исчисление со свойством И. Построим исчисление 23, изоморфное 2t, 
в алфавите, не содержащем букв а, 6, с, d, е, /, g, А, г, / , k, I, m [ 5 . 6 ] . 
Построим исчисление G как свободное произведение исчислений 23 
и С г [§ 6 ] : 

(16) 6 = а ® С г 

Это возможно, так как алфавиты исчислений 23 и 6 1 не имеют общих 
букв. Построим исчисление © в алфавите А 0 таким образом, чтобы G 
было включаемо в © [8.14] . Покажем, что © является искомым 
неразрешимым исчислением в А 0, не включаемым ни в какое исчисле
ние со свойством И. 

Êj включаемо в G [(16), 10.3] , a G— в ©. Следовательно, Gj вклю
чаемо в © [5.1]. Если бы ©было разрешимым, то и G3 было бы разре
шимым [6.21] вопреки § 6 . 6 . 1 . Следовательно, © неразрешимо. 

2t изоморфно 23 и, следовательно, включаемо в S [5 .2 ] . 23 вклю
чаемо в G [(16), 10 .3] , a G— в ©. Следовательно, 2t включаемо в © 
[5.1] . Если бы © было включаемо в какое-нибудь исчисление со свой
ством И, то и 2t было бы включаемо в это исчисление [5.1] вопреки 
предположению. Следовательно, © не включаемо ни в какое исчисление 
со свойством И, что и требовалось доказать. 

11. Приступим теперь к доказательству теоремы 7 . 1 . 
Пусть И — инвариантное свойство исчислений, и пусть имеется как 

исчисление со свойством И, так и исчисление, не включаемое ни в какое 
исчисление с этим свойством. Построим неразрешимое исчисление G 
в алфавите А0, не включаемое ни в какое исчисление со свойством И 
[10.10]. 

Пусть G— какое-нибудь слово в А 0 . Присоединяя к определяющей 
системе соотношений исчисления G соотношение 

(1) cGd«—-, 

получим (зависящую от выбора слова G) систему соотношений в алфа
вите А г Она определяет некоторое зависящее от G исчисление Gо 
в алфавите А г Выясним некоторые свойства этого исчисления. 

G G возникает из G в результате конструкции, указанной в теореме 
§ 3 . 1 . 1 . Роль Г играет теперь алфавит А 0, роль сс и ß — буквы с и df 

роль С — слово G, роль G—наше теперешнее исчисление G. Роль 
соотношения § 3 .1 (1 ) играет поэтому наше соотношение (1) , роль 

23* 
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(8) 

Д — алфавит А 1 ? а роль © — исчисление (£<?. Мы можем поэтому при
менить к G G результаты § 3, установленные для исчисления 5D. 
В частности, лемма § 3 .1 .4 формулируется теперь так. 

11.1. Если G& : F Jj_W, 7710 может быть построен Qia-ряд 91, связи-
тющий V с W и удовлетворяющий хотя бы одному из неравенств 
§ 3 . 1 ( 8 3 ) , § 3 .1 (84 ) . 

Условимся говорить о числе i, что оно есть вершина ряда слов 
Qo>• ' •> Qm' если имеются такие числа / и к, что 

(2) 0 < 7 < £ < Ä < i r a , 

( 3 ) [Q"j<[Ql 

( 4 ) [QKlQr 

Если ряд слов QQ,..., Qm имеет вершины, то наибольшую из высот 
слов Qiy соответствующих вершинам i ряда Q 0 , Q m , будем назы
вать вершинной высотой ряда Q0,..., Qm. Вершинную высоту ряда D 
будем обозначать символом [ОЛ 

Из определения вершинной высоты < непосредственно следует, что 

•[&'<[&", 

если Cl есть ряд слов с вершинами. 
Если ряд слов Q0,.*., Qm имеет вершины, то число тех вершин i 

этого ряда, для которых 

IQ* = [Q0,..., Q'm, 

будем называть вершинным протяжением ряда Q0,..., Qm. Вершинное 
протяжение ряда Cl будем обозначать через [Cl*. 

11.2. Если Ci есть &а-ряд с вершинами, связывающий V с W, то 
может быть построен &о-ряд 9Î, также связывающий V с W и либо 
не имеющий вершин, либо такой, что 

<5) [8Г<[&-, 

либо такой, что 

и 

( 6 ) [ И ' < [ 0 \ 

В самом деле, пусть Ci есть ряд Q0,..., Qm. По предположению, 
Cl имеет вершины и, значит, имеет определенную вершинную высоту. 
Обозначим ее через h: 

(7) [& = h. 

По определению вершинной высоты, Ci имеет вершины высоты h. 
Найдем наименьшее из чисел, являющихся вершинами ряда G с высо
той h. Пусть это будет число i. Будем тогда иметь 
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Согласно определению вершины, могут быть найдены числа / и к, удо
влетворяющие условиям (2)—(4). В силу ( 2 ) , / < Ä f и можно рассматри
вать ряд слов Qj,..., Qk, связывающий <?у с Qk. Он является б^-рядом, 
так как весь ряд Q0,..., Qm есть (Е^-ряд. Поэтому 

и, следовательно, согласно 11.1, может быть построен Sc-ряд 6 , свя
зывающий Qj С Qk и удовлетворяющий одному из условий 

(9) [<5*<{Q*, 

(Ю) [ ® в < [ ^ в . 
Имеем 

(11) [&<h, 

что следует, как из (9 ) , (3), (8), так и из (10), (4), (8). 
Пусть © есть ряд S0,..., Sp. Тогда 

(12) S0 = QJt 

(13) S, = Qt, 

(14) Ve-.S^^St (0 < * < / > ) . 
Положим 

(15) Rt = 
Qt (0<t<7) 
st_; (/<*</+/>) 
Qt-j-p+i (j + P<t^j + p-\-m — k). 

В силу (12) и (13), это построение слов Rt однозначно при 0 ^ ï ^ / + 
-\- p - f - m — к. Ряд слов R0,..., Rq, где 

(16) q — j-\-p-\-m—k, 

обозначим через Покажем, что 9î есть искомый ряд слов. 
Имеем 

(17) Uo-.Q^LQi ( 0 < «<»») , 

так как О- есть <£е-ряд; 

(18) Qo = V' 

( 1 9 ) Qm = W, 

так как D связывает V с W. Поэтому 

^G-.Rt-^Rt ( 0 < « < 5 ) [(15), (16), (17>, (14)1, 

R0=V [(15), (18)1, 

Rt = W [(15), (16), (19)] . 
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Следовательно, 91 есть £<2-ряд, связывающий V с W. 
Имеем 

(20) [ S * < h (0 < * < / > ) [ (H)] , 

(21) [ R * < h ( / < * < / + />) [(15), (20)1. 

Рассмотрим какую-нибудь вершину г ряда JJt такую, что* 

(22) [K>h-
В силу (21) и (22), имеем либо г < / , либо г > / + /?. Так как г — 

вершина ряда 9Î, имеются числа и ж v такие, что 

(23) 0 < в < т - < 1 7 < г , 

(24) [К<[К> 

(25) [ д : < [ д г

в . 

Если г < / , то и < / [(23)], и потому 

(26 ) Rr = Qr [ (15) ] , 

(27) R„ = QU [ (15) ] , 

[ < ? : < [ < ? r

8 [ ( 24 ) , ( 26 ) , ( 2 7 ) ] . 

Кроме того, тогда 

[Q*<[Q* P ) , ( 8 ) , (22 ) , ( 2 6 ) ] , 

0 < B < r < / < m [ (23) , ( 2 ) ] . 

Следовательно, г является тогда вершиной ряда D. Поэтому 

( 2 8 ) [ Ç ; < A [ ( 7 ) ] , 

(29 ) [Rl = h [ ( 28 ) , ( 2 6 ) , ( 2 2 ) ] . 

Если г > / - ) - р , то г » > / + р [ ( 2 3 ) ] , и потому 

( 3 0 ) Д . = <?г_у_Р+* [ (15) ] , 

(31) Re = Q ^ p + ] t [ (15) ] , 

[ÇV_, + f c <[<? B _ y _* + f c [ ( 2 5 ) , ( 3 0 ) , ( 3 1 ) ] . 
Кроме того, тогда 

[<?В < [QB

r.j-p+k [ (4 ) , ( 8 ) , ( 2 2 ) , ( 3 0 ) ] , 

0 < Ä < J - — / —p + Ä O — / — p + * < m [ ( 2 ) , ( 23 ) , ( 1 6 ) ] . 

Следовательно, число г — / — р-\-к есть тогда вершина ряда О. 
Поэтому 
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< 3 2 > [Ç;U-H*<* ш> 
и мы опять имеем равенство (29) [(32), (30), (22)]. 

Таким образом, равенство (29) соблюдается для всякой вершины г 
ряда 9Î, удовлетворяющей условию (22). Следовательно, 
(33) [ ЗГ<Й, 
т. е. 

[ » ' < [ & • [(33), (7)], 

если только ряд 9? имеет вершины. 
Допустим теперь, что 91 имеет вершины и что 

[«• = [&% 
т. е. что 
(34) [9Г = Й. 

Наша лемма будет доказана, если мы при этих условиях установим 
неравенство (6). 

Согласно предыдущему, вершины г ряда Ш, удовлетворяющие усло
вию (29), распадаются на 2 класса: те, для которых г < / , и те, для 
которых г t>J~\~P- Каждая из вершин г 1-го класса является верши
ной ряда Ci, причем для нее соблюдается условие (26); каждая из 
вершин г 2-го класса такова, что г — / — е с т ь вершина ряда Cl, 
причем здесь соблюдается условие (30). В силу этих условий 

(35) [Q*r=h 

для вершин г ряда 9Î 1-го класса [(26), (29)]; 

для вершин г ряда 9Î 2-го класса [(30), (29)]. Поэтому вершин 
1-го класса имеется не более, чем вершин г ряда Ci, удовлетворяющих 
условию г < / и условию (35); вершин 2-го класса имеется не более, 
чем вершин t ряда Cl, удовлетворяющих условию и условию 

[Q* = h. 

Так как / < к, никакое число не может быть меньше чем / и вместе с тем 
больше чем к и, значит, общее число вершин г ряда 91, удовлетворяющих 

# условию (29), не больше, чем общее число вершин г ряда С, удовле
творяющих условию (35) и одному из условий: г < / и г > А . Ряд Cl 
имеет, однако, вершину г, удовлетворяющую условию (35) и не удо
влетворяющую ни одному из условий 7*<С/ и — вершину î 
[(8), (2)]. Следовательно, число вершин г ряда 9Î, удовлетворяющих 
условию (29), меньше числа вершин ряда G, удовлетворяющих усло
вию (35). В силу (7) и (34), это выражается неравенством (6), кото
рое, таким образом, доказано. 

11.3 . Если 2) есть (&с-ряд с вершинами, связывающий V с W, то 
может быть построен &а-ряд 9î, также связывающий Y с W и либо 
не имеющий вершин, либо удовлетворяющий условию (5). 
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Это доказывается на основе леммы 11.2 аналогично тому, как 
лемма § 3.1.3 доказывалась на основе § 3 . 1 . 2 . 

11.4. Если &G -V]\_W, то может быть построен (£а-ряд без вер
шин, свяшвающий V с W. 

Это доказывается на основе 11.3 аналогично тому, как лемма 
§ 3 . 1 . 4 доказывалась на основе § 3 . 1 . 3 . 

11 .5 . Если Gç : FJ]_W и [ У в = 0 , то может быть построен (£с-ряд 
.. •, Vm (m^O), связывающий V с W и такой, что 

(36) [ С - ! < [ ^ ( 0 О < т ) . 
В самом деле, построим тогда Gç-ряд F 0 , . . . , Vm (m^O), связы

вающий V с W и не имеющий вершин [11.4] . Если для какого-нибудь г 
из ряда 1 , . . . , m мы имели бы 

(37) [ С а > [ ^ > 

то мы имели бы также 
(38) [С-х>0. 

Так как ряд VQt...f Vm связывает V cW ж [V* — 0, мы имели бы, 
кроме того, 
(39) [ F B = 0, 

(40) 0 < г - 1 < г < т е [(38), (39)], 

(41) [ ^ , " < [ ^ 1 1(38), (39)]. 

В силу (40), (41) и (37) число г — 1 было бы тогда вершиной ряда 
V 0 , V m , что невозможно. Следовательно, неравенство (37) не соблю
дается ни для какого г из ряда 1 , . . . , т, и мы имеем неравенство (36), 
что и требовалось доказать. 

Условимся теперь говорить о слове Q в алфавите А 0, что оно 
отграничено в слове Р, если слово cQd входит в Р. 

Условимся говорить о слове Р в алфавите А 3, что оно правильно, 
если всякое слово, отграниченное в нем, эквивалентно слову G в исчис
лении G. 

11 .6 . Пусть Р — правильное слово, G<? : P J_Q и [PB^.[Qb- Тогда Q 
правильно. 

В самом деле, тогда имеются такие слова R, S, T, U, что соблю
даются равенства § 1.5(1), § 1.5(2) и что одно из соотношений 
§ 1 .5 (3) , § 1.5(4) принадлежит определяющей системе исчисления GG* 
[§ 1 .5 .1] . Это соотношение, согласно построению исчисления 6 # , либо 
принадлежит определяющей системе исчисления G, либо есть соотно
шение (1), соответственно чему мы ниже отдельно рассматриваем два 
случая. 

а. Одно из соотношений § 1.5(3) , § 1 .5 (4) принадлежит опреде
ляющей системе исчисления G. Для определенности предположим, что 
этой системе принадлежит соотношение § 1 .5 (3 ) . Т и U являются 
тогда словами в А 0, так как G—исчисление в А 0. Р есть результат 
подстановки слова Т вместо вхождения слова U в О [§ 1 .5(1) , 
§ 1 - 5 ( 2 ) ] . 
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Допустим, что слово V отграничено в Q. Покажем, что оно тогда 
эквивалентно (? в 6. 

Слово cVd входит в Ç, т. е. 
(42) Q = XcVdY 
для некоторых слов X и У. Принимая во внимание, что ни буква с, 
ни буква d не входит в слово U, заключаем отсюда согласно I . § 4 . 5 . 4 , 
что Р имеет один из видов 

(43) X^VdY, 
(44) XcV.dY, 

(45) XcVdYlt 

где Xv Yv Vt суть соответственно результаты подстановки слова Т 
вместо вхождения слова U в слова X, Y, V. Слово F , отграничен
ное в Ç, является при этом словом в алфавите А^. 

Если Р имеет вид (43) или (45), то V отграничено в Р и потому 
эквивалентно G в К, так как Р, по предположению, правильно. 

Если же Р имеет вид (44), то Уг отграничено в Р и, кроме того, 

W S:V±Vlt 

так как V — слово в А0, a F 3 есть результат подстановки левой части 
соотношения § 1.5(3) вместо вхождения в слово V правой части этого 
соотношения. Так как Vx отграничено в P, а Р правильно, имеем 

(47) d:Vz±G. 
Следовательно, и в этом случае 

(48) <£:V±G [(46), § 1.6.2, (47), § 1 .6 .5 ] . 

Мы доказали, таким образом, что всякое слово, отграниченное в Q, 
эквивалентно слову G в К, т. е. что Q правильно. Предполагали мы 
при этом, что соотношение § 1.5(3) принадлежит определяющей системе 
исчисления £ . К тому же заключению мы пришли бы, очевидно, пред
положив, что этой системе принадлежит соотношение § 1.5(4) . Таким 
образом, в рассматриваемом случае слово Q правильно. 

б. Одним из соотношений § 1 .5(3) , § 1.5(4) является соотноше
ние (1). Принимая во внимание, что, согласно предположению, [-Р в<^[(? в 

и что' левая часть соотношения (1) содержит с, а правая не содержит, 
усматриваем, <что в этом случае соотношение § 1.5(4) совпадает с (1), 
т. е. что 

(49) Т=А, 

(50) U = cGd. 
Поэтому 

(51) P=RS [ § 1 . 5 ( 1 ) , (49)] , 
(52) Q = RcGdS [§ 1 .5(2) , (50)] . 

Допустим опять, что слово V отграничено в Q. Покажем, что тогда 
имеет место эквивалентность (48). 
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Имеем опять равенство (42), где X ж Y суть некоторые слова. 
Согласно (51) и (52), Р есть результат подстановки пустого слова 
вместо вхождения слова cGd в Q. Принимая во внимание, что слово V, 
отграниченное в Q, есть слово в алфавите А 0 и, значит, как и слово G, 
не содержит букв с и d, усматриваем, что здесь применима лемма I. § 4 . 5 . 5 , 
согласно которой Р имеет один из видов 

X^VdY, 

XcVdY19 

если только V^=G. При этом Хг и У 1 суть соответственно результаты 
подстановки пустого слова вместо вхождений слова cGd в X и Y. Сле
довательно, V отграничено в Р, если V=^=G. Так как Р правильно, 
отсюда следует, что при V G имеет место эквивалентность (48). Но 
эта эквивалентность имеет место и при V == G [§ 1 . 6 . 3 J . 

Эта эквивалентность соблюдается, таким образом, для всякого 
слова V, отграниченного в Ç, т. е, Ç правильно, что и требовалось 
доказать. 

11.7 . Всякое слово, эквивалентное в исчислении G G слову в алфа
вите А 0, правильно. 

В самом деле, пусть 6 G :V ]\_W, где V — слово в А 0. Покажем, 
что тогда W правильно. 

Так как [ У в = 0 , может быть построен К а -ряд V Q 1 V m , связы
вающий V с W и удовлетворяющий условию (36) [ 1 1 . 5 ] . Имеем 

(53) V0=V, 

(54) Vm = W, 

ж так как с не входит в V, ни одно слово не отграничено в V, т. е. 
в V0 [(53)]. Слово V0 поэтому правильно. Так как F 0 , . . . , Vm есть 
Kö-ряд, имеем 

(55) ( 0 < г < 7 т г ) . 

Отсюда, пользуясь леммой 11.6, заключаем посредством индукции 
по г, что каждое из слов Vr (О^г^т) правильно [(36), (55)] . 
В частности Vmi т. е. W [(54)], правильно, что и требовалось доказать. 

Пусть теперь H означает, как и G, произвольное слово в алфа
вите А 0. Присоединяя к определяющей системе соотношений исчисле
ния K G четыре соотношения 

(56) lcHd<->cHd (£€А Д ) , 

получим (зависящую от выбора слов G и Н) систегу соотношений 
в алфавите А Г Она определяет некоторое зависящее от G ж Л исчисле
ние 6 G , я в алфавите А г Докажем некоторые леммы об этом исчислении. 

1 1 . 8 . S G , H есть расширение исчисления 6 . 
Это следует из определений исчислений 6 G И G G , H -
11. 9. Если 

(57) 6 : G £ t f , 

то исчисление 6 G, н единичное. 
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Имеем опять равенство (42), где X ж Y суть некоторые слова. 
Согласно (51) и (52), Р есть результат подстановки пустого слова 
вместо вхождения слова cGd в Q. Принимая во внимание, что слово V, 
отграниченное в Q, есть слово в алфавите А 0 и, значит, как и слово G, 
не содержит букв с и d, усматриваем, что здесь применима лемма I. § 4. 5. 5, 
согласно которой Р имеет один из видов 

X.cVdY, 

XcVdYv 

если только V=^=G. При этом Хг и У 3 суть соответственно результаты 
подстановки пустого слова вместо вхождений слова cGd в X и Y. Сле
довательно, V отграничено в Р, если V =^=G. Так как Р правильно, 
отсюда следует, что при V =^=G имеет место эквивалентность (48). Но 
эта эквивалентность имеет место и при V — G [§ 1 .6 .3J . 

Эта эквивалентность соблюдается, таким образом, для всякого 
слова V, отграниченного в Q, т. е. Q правильно, что и требовалось 
доказать. 

11.7. Всякое слово, эквивалентное в исчислении 6 G слову в алфа
вите А0, правильно. 

В самом деле, пусть ^G-VJ[_W, где V — слово в А0. Покажем, 
что тогда W правильно. 

Так как [VB=0, может быть построен 6 с - р я д V Q , V m , связы
вающий V с W ж удовлетворяющий условию (36) [11.5] . Имеем 

(53) V0=V, 

(54) Vm = W, 

и так как с не входит в V, ни одно слово не отграничено в F , т. е, 
в V0 [(53)]. Слово V0 поэтому правильно. Так как V 0 , V m есть 
ÊG-ряд, имеем 

(55) ZG'V_^±Vr ( 0 < r < m ) . 

Отсюда, пользуясь леммой 11.6, заключаем посредством индукции 
по г, что каждое из слов Vr ( O ^ r ^ m ) правильно [(36), (55)]. 
В частности Vm, т. е. W [(54)], правильно, что и требовалось доказать. 

Пусть теперь H означает, как и G, произвольное слово в алфа
вите А0. Присоединяя к определяющей системе соотношений исчисле
ния S G четыре соотношения 

(56) lcHd<-+cHd ß g A J , 

получим (зависящую от выбора слов G ж Н) систегу соотношений 
в алфавите А г Она определяет некоторое зависящее от G ж H исчисле
ние 6 G, Я В алфавите А г Докажем некоторые леммы об этом исчислении. 

11.8. 6 G , H есть расширение исчисления 6 . 
Это следует из определений исчислений 6 G И 6 « п. 
11.9. Если 

(57) 6 : G £ # , 

то исчисление 6 G , я единичное. 
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В самом деле, тогда 
(58) &в,н:С±Н [ ( 5 7 ) , 1 1 . 8 , 9 . 2 ] , 

а так как соотношения ( 1 ) и ( 5 6 ) принадлежат определяющей системе 
исчисления Ча, н> имеем для любой буквы £ алфавита Aj 

€ о . л : С А & & * [ § 1 . 6 . 2 ] 

JLfrHd [ ( 5 8 ) , § 1 . 6 . 6 ] 

JLcHd [ § 1 . 6 . 2 ] 

±cGd [ ( 5 8 ) , § 1 . 6 . 6 ] 

JLA [ § 1 . 6 . 2 ] . 

Таким образом, 

( 5 9 ) 6 g , H : £ J L A 

откуда следует, что всякое слово в Аг эквивалентно в G G Я пустому 
слову [ ( 5 9 ) , § 1 . 6 . 7 , § 1 . 6 . 3 J . Поэтому 

6 < ? , н : ^ Л < ? (Р, Ç—слова в Аг) [ § 1 . 6 . 4 , § 1 . 6 . 5 ] , 

и, так как Аг есть алфавит исчисления GG, я» &с,я е с т ь единичное 
исчисление, что и требовалось доказать. 

1 1 . 1 0 . Если эквивалентность ( 5 7 ) не имеет места и 

где V и W суть слова в А 0, то 

( 6 0 ) &:V±W. 

В самом деле, тогда имеется GG,#-ряд V Q , V m , связывающий V 
с W. Имеем равенства ( 5 3 ) , ( 5 4 ) и смежности 

( 6 1 ) б о . Я ^ Л ^ г ( 0 О < 7 / 1 ) . 

Покажем, что все слова F 0 , . . . , F M правильны. 
Так как с не входит в V, т. е. в F 0 [ ( 5 3 ) ] , ни одно слово не отгра

ничено в VQ и потому 7 0 правильно. Допустим, что установлена пра
вильность слов 7 0 , V J ' — J , где / — одно из чисел 1 , . . . , т. Покажем, 
что тогда Vj правильно. 

Пусть t — одно из чисел 1, , / . Тогда слово Vt^ правильно, и 
потому слово üf, которое по предположению, не эквивалентно G в (£, 
не отграничено в Vt_r Это значит, что в К*_3 не входит слово сН&. 
Следовательно, в У^ не входят ни левые, ни правые части соотноше
ний ( 5 6 ) , и потому допустимые в ÊG, я действия, соответствующие этим 
соотношениям, не применимы к Vt_v Но именно эти действия отличают 
исчисление GG, я от GG*. все остальные, допустимые в GG,H действия, 
допустимы и в GG, согласно построению исчислений GG. я и GG- При
нимая во внимание, что Vt получается из в результате действия, 
допустимого в GG,H [ ( 6 1 ) ] , заключаем, что Vt получается из Vt_x 

в результате действия, допустимого в G G, т. е. что 



364 Глава VI. Неразрешимость некоторых массовых проблем 

Здесь t — любое из чисел 1 , . . . , / . Следовательно, 7 0 , . . . f Fy есть 
gc-ряд. В силу (53), он связывает V с Y3. Поэтому 

(62) « G i F J L F y , 

и так как V — слово в А0, Vâ правильно [11-7]. 
Этим доказана правильность каждого из слов V0,..., Vm. Проведен

ное только что рассуждение, приведшее к эквивалентности (62), при
менимо поэтому при / = m, и мы имеем 

(63) 6 F F : F F . , 

т. е. 

(64) £G:V±W [(63), (54)] . 

Здесь V и W — слова в А 0 и, значит, 

(65) [ F B = 0, 

(66) [W* = 0. 
В силу (64)—(66) и 11.1, может быть построен Ê G - р я д W0,...f Wpf 

связывающий V с W ж такой, что 

(67) [w0 w ; = o . 

Покажем* что этот ряд есть G-ряд. Пусть s — одно из чисел 1 , . . . , р* 
В силу (67) 

[W? = 0, 

т. е. с не входит ни в W8_J9 ни в W8. Поэтому W8 не может получаться 
из W8_^ в результате одного из действий, соответствующих соотноше
нию (1). С другой стороны, 

так как WQi.. .,WP есть 6(?-ряд. Согласно построению исчисления Sc? 
отсюда следует, что W8 получается из W8^ в результате подстановки 
одной из частей некоторого соотношения, принадлежащего определяю
щей системе исчисления S, вместо вхождения другой части этого соот
ношения. Так как такие подстановки переводят слова в алфавите А0 

в слова в этом же алфавите, а слово W0, равное V, есть слово в А0У. 
все слова W9 (O^s^p) суть слова в А 0 и мы имеем 

KIW^W, ( о о < р ) , 

т. е. W0,.*., Wp есть G-ряд. Так как этот ряд связывает V с W, имеет 
место эквивалентность (60), что и требовалось доказать. 

И. 11. Если эквивалентность (57) не имеет места, то исчисление G 
включаемо в исчисление Ê G , я-
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Допустим, в самом деле, что эквивалентность (57) не имеет места. 
Покажем, что тогда тождественный алгорифм 51^, А [II. § 4 .2] есть 
изоморфизм исчисления G в исчисление 

5tA l t А есть нормальный алгорифм над А 0 (J Av т. е. над Аг [II. § 4. 2 ] , 
перерабатывающий всякое слово в алфавите А 0 в это же слово: 

(68) 5tA l, А(Р) = Р (Р — СЛОВО В А 0). 

Покажем, что он удовлетворяет условиям Г . 1 — Г . 4 с заменой 21, 23, А 
и Б соответственно на £ , Ес?,я» А 0 и А г 

Так как А 0 с А , , условие Г . 1 соблюдается [(68)]. Условие Г .З 
также соблюдается [(68), § 1 .6 .3 ] . Соблюдение условия Г . 2 вытекает 
из 11.8, 9 .2 и (68) . Цаконец, соблюдение условия Г . 4 следует из 11.10 
ж (68). 

Таким образом, 51^, А есть изоморфизм исчисления G в исчисле
ние Е<?,я- Следовательно, G включаемо в GG, я, что и требовалось 
доказать. 

Пусть теперь 5t есть исчисление со свойством И в алфавите из п 
букв. Построим исчисление 23, изоморфное 21, в алфавите, не имеющем 
общих букв с Aj и также состоящем из п букв [5 .6] . 

Построим исчисление 5DG, Я как свободное произведение исчислений 23 
и GG, Я-

(69) S>G,H = 23(8>GG,H. 

Это допустимо, так как алфавиты исчислений 23 и GG, я не имеют общих 
букв. 

11.12. Если имеет место эквивалентность (57), то исчисление ©G, Я 
обладает свойством И . 

В самом деле, тогда исчисление GG.H единичное [11 .9] , и потому 
2)G,H изоморфно 23 [(69), 10 .6 ] . А так как 23 изоморфно 51, то 5£)G, я 
изоморфно % и, значит, как и 51, обладает инвариантным свойством И , 
что и требовалось доказать. 

11.13. Если эквивалентность (57) не имеет места, то исчисление ©G, Я 
не обладает свойством И . 

В самом деле, тогда G включаемо в GG, я [11-11], а так как GG, я 
включаемо в © G , я [(69), 10 .3] , G включаемо в ©G, я [5-1] . Но G, 
по построению, не включаемо ни в какое исчисление со свойством И . 
Следовательно, S ) G , # В ЭТОМ случае не обладает свойством И , что 
и требовалось доказать. 

11.14. Исчисление ©G , я тогда и только тогда не обладает свой
ством И , когда эквивалентность (57) не имеет места. 

Это следует из лемм 11.12 и 11.13. 
Пусть теперь Б означает алфавит исчисления 23, и пусть Д = Б (J А г 

Алфавит Д состоит из д -} -4 букв, и S)G, я есть исчисление в этом алфа
вите, каковы бы ни были слова G ж H в А 0 [(69)] . 

Для записи систем соотношений в алфавите Д введем отличные 
друг от друга и не принадлежащие Д буквы а и ß. Запись произволь
ной системы соотношений в алфавите Д будем строить, как указано 
выше [7]. 

Обозначим через В запись определяющей системы исчисления 23, 
через С — запись определяющей системы исчисления G. 
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11.15. Имеет место равенство 
^ i K = BCcGd^acHd^cHd^bcHd^cHd^ccHd^cHd^dcHdcLcBd^ 

(G, H — слова в А 0). 

Это .следует из построения исчисления S )G,H И определения записи 
системы соотношений. 

11.16. Может быть построен нормальный алгорифм над алфавитом 
Д U {%i ß>*b перерабатываюу^ий всякое слово G*H (G и H — слова в A 0 j 
в запись определяющей системы исчисления 23G, Я-

Для построения такого алгорифма воспользуемся нормальными алго-
рифмами é ! C c , аРас, ар, арс, арс, аРс, а$ [H. § 4 . 7 ] , зА о,„ 
© д . . . LH. § 4 . 1 0 ] , где 

Е = Д U (ос, ß, * } • 
Применяя к ним теорему объединения III. § 4. 4 .2 , построим нор

мальный алгорифм ® над L такой, что 

(70) a (P) ~ 6 | C c (P) зАо, * (?) арас (Р) © А 0 , * (P) e f с (Р) © А 0 , * {Р)арс СР> 

© А 0 ! . (Р) ар (P) ©Au, * (Р) аре (Р) ©Ао,. (Р) ар (Р) © А с > * (i>) 

6 | 3 d C (i>) © А 0 , * (P) аР (Р) © А » , » (2») (i>) (Р - С Л О В О В Е). 
Имеем 

(71) g ( G * # ) = £ 3 G , H (G ,Я — слова в А0) 

[(70), И . § 4 . 7 , П . § 4 . 1 0 . 5 , П . § 4 . 1 0 . 6 , 11.15], 
т. е. алгорифм S является искомым. 

11.17. Невозможен нормальный алгорифм над алфавитом Д (J (a, ß} r 

тогда и только тогда аннулирующий запись определяющей системы 
какого-либо исчисления в Д, когда это исчисление не обладает свой
ством И, 

Допустим, в самом деле, что есть такой алгорифм. Построим алго
рифм (i над Д U {а, ß, *} согласно 11.16 таким образом, чтобы равен
ство (71) соблюдалось для любых слов G и H в А0. Построим алгорифм St 
как нормальную композицию алгорифмов S и § : 

(72) £ = ф о £ . 

$ — нормальный алгорифм над Д U {a, ß, *} [(72), III . § 3 .4 .2 ] 
и, значит, над А 0 U {*}. Для любых слов G ж H в А 0 имеем 

£ ( < 3 * # ) - £ ( ( £ ( < ? * # ) ) [(72), Ш . § 3 .4 .3 ] 

- ^ № м ) [ ( 7 1 ) ] . 

Поэтому $ аннулирует слово* G*# (G и H—слова в А0) тогда 
и только тогда, когда ф аннулирует £G,H» Т . е. когда исчисление ©G, я 
не обладает свойством И. Последнее же имеет место тогда и только 
тогда, когда эквивалентность (57) не имеет места [И. 14]. Следовательно, 
Ä аннулирует те и только те слова вида G*H (G и H — слова в А 0), 
для которых эквивалентность (57) не имеет места. Такой алгорифм, 
однако, невозможен, так как исчисление S, по построению, неразре-
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пгимо. Поэтому невозможен и нормальный алгорифм «£> над Д U {#> ß}> 
аннулирующий те и только те записи систем соотношений в Д, которые 
являются записями определяющих систем исчислений, не обладающих 
свойством И, что и требовалось доказать. 

11.18. Проблема распознавания свойства И для алфавита Д нераз
решима. 

Это легко доказывается на основе 11.17 аналогично тому, как 
теорема V. § 1.4.3 доказывалась на основе теоремы V. § 1 . 4 . 1 . 

Очевидна возможность перехода от алфавита Д к любому алфавиту, 
содержащему столько же букв. 

11.19. Для всякого алфавита, содержащего п-\-А буквы, проблема 
распознавания свойства И неразрешима. 

Подробное проведение доказательства этой леммы мы предоставляем 
читателю. 

Легко далее перейти к любому алфавиту, содержащему большее 
число букв. 

11.20. Для всякого алфавита с числом букв, большим или равным 
п-\-4, проблема распознавания свойства И неразрешима. 

Доказательство этой леммы можно провести следующим образом. 
Для алфавитов из тг-|-4 букв неразрешимость проблемы распознавания 
свойства И уже установлена [11.19J. Рассмотрим какой-нибудь алфа
вит Г с числом букв, большим чем /г-)-4. Выделим из него алфавит Д, 
состоящий из п-\-А букв. Построим исчисление 3 в алфавите Г \ Д , 
определяемое системой соотношений 

{ £ ^ ( £ € Г \ Д ) . 
Как нетрудно видеть, оно единичное. Для всякого исчисления Э£ в Д 
можно образовать свободное произведение 3£<g)35 изоморфное Ж [10 .6] 
и являющееся исчислением в Г. При этом легко построить нормальный 
алгорифм, перерабатывающий запись определяющей системы всякого 
исчисления ЭЕ в Д в запись определяющей системы исчисления ЭР <8> -3-
Это дает возможность свести проблему распознавания свойства И для Д 
к проблеме распознавания И для Г и тем самым, в силу 11 .19 , дока
зать неразрешимость последней. 

Установив, при сделанных выше предположениях относительно И, 
лемму 11.20, мы доказали справедливость 1-го и 2-го утверждений 
теоремы 7 . 1 . Остается доказать справедливость ее последнего утвер
ждения, относящегося к случаю, когда имеется единичное исчисление 
со свойством И. 

В этом случае, в силу 6.4, всякое единичное исчисление обладает 
свойством И, и потому из леммы 11.9 вытекает следующая лемма, 
аналогичная лемме 11.12. 

11.21. Если имеет место эквивалентность (57), то исчисление G G , # 
обладает свойством И. 

В лемме 11.13 также возможна замена буквы © буквой G . 
11.22. Если эквивалентность (57) не имеет места, то исчисле

ние ŒG,H не обладает свойством И. 
В самом деле, тогда G включаемо в GG , н [11.11], но не включаемо 

ни в какое исчисление со свойством И. Следовательно, GG , я не обла
дает свойством И, что и требовалось доказать. 

Эти леммы показывают, что в рассматриваемом случае роль исчис
ления ©G, я в алфавите Д может взять на себя исчисление Ê G , я 



368 Глава VI. Неразрешимость некоторых массовых проблем 

в четырехбуквенном алфавите А г Дальнейшие леммы 11.14—11.20 
оказываются, как легко убедиться, также справедливыми с соответ
ствующими заменами: с заменой ©G , я на 6 G , я, Д на Av В на А 
и ^ _|_ 4 на 4. Мы устанавливаем таким образом справедливость 
3-го утверждения теоремы 7 .1 , что завершает ее доказательство. 

12. В применении к наследственным свойствам теорема 7.1 может 
быть значительно упрощена. Допустим, в самом деле, что И — наслед
ственное свойство исчислений и что имеется как исчисление 21 со свой
ством И, так и исчисление 23 без него. Тогда единичное исчисление 
в алфавите {а}, определяемое системой соотношений 

включаемо в % [6.3] и потому в силу наследственности свойства И 
обладает этим свойством. С другой стороны, исчисление 23, не обладаю
щее свойством И, не включаемо ни в какое исчисление с этим свойством, 
опять-таки в силу наследственности И. Следовательно, выполнены 
условия 3-го утверждения теоремы 7 .1 , и это утверждение применимо. 
Мы получаем, таким образом, следующую теорему. 

12.1 . Пусть И — наследственное свойство исчислений. Если имеется 
как исчисление со свойством И, так и исчисление без него, то для всякого 
алфавита с числом букв, большим или равным четырем, проблема рас
познавания свойства И неразрешима. 

13. Теорема 12.1 может быть применена к ряду наследственных 
свойств, рассмотренных выше. Это дает следующие результаты. 

13.1. Для всякого алфавита, содержащего более трех букв неразре
шима проблема распознавания единичности. 

13.2. Для всякого алфавита, содержащего более трех букв, нераз
решима проблема распознавания конечности. 

13.3. Для всякого алфавита, содержащего более трех букв, нераз
решима проблема распознавания полугрупповости. 

13.4. Для всякого алфавита, содержащего более трех букв, нераз
решима проблема распознавания включаемости в групповое исчисление. 

13.5. Для всякого алфавита, содержащего более трех букв, нераз
решима проблема распознавания разрешимости. 

В самом деле, пять свойств исчислений, о которых идет здесь речь, 
наследственны [6.2, 6.13, 6.14, 6.18, 6 .21] . Всякое единичное исчис
ление, как легко видеть, обладает всеми этими свойствами. С другой 
стороны, имеется не конечное исчисление [6. 19], которое не единично; 
имеется не полугрупновое исчисление [6. 20J, и оно не включаемо в груп
повое исчисление [6.17]; наконец, имеется неразрешимое исчисление 
[ § 2 . 4 . 4 ] . Следовательно, теорема 12.1 применима к каждому из рас
сматриваемых пяти свойств. Ее применение и дает теоремы 13.1—13.5. 

14. К групповости исчислений теорема 12.1 не применима, так как 
групповость не есть наследственное свойство. Тем не менее и для груп
повости имеем результат, аналогичный теоремам 13.1—13.5. 

14.1 . Для всякого алфавита, содержащего более трех букв, нераз
решима проблема распознавания групповости. 

В самом деле, всякое единичное исчисление является, как нетрудно 
видеть, групповым. С другой стороны, имеется исчисление, не вклю
чаемое ни в какое групповое исчисление [6.20, 6 .17] . Следовательно, 
к групповости применимо третье утверждение теоремы 7 . 1 , которое 
и дает теорему 14.1. 
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15. В заключение рассмотрим п р о б л е м у и з о м о р ф и и и с ч и с л е 
ний, состоящую в разыскании алгорифма, позволяющего распознавать 
изоморфию любых двух исчислений в данных алфавитах. Эта проблема 
может быть следующим образом поставлена как нормальная массовая 
проблема. 

Пусть А и Б—произвольные алфавиты; а, ß, у— отличные друг 
от друга буквы, не принадлежащие A U Б. Будем пользоваться буквами ос 
и ß для записи систем соотношений в A U Б, как указано выше [7] . 
Буквой у будем пользоваться для записи пар слов в A U Б U {a , ß), 
записывая пару слов Р и Q в A (J Б U {a, ß} в виде слова PyQ 
в A U Б U (а, ß, у}. Требуется построить нормальный алгорифм над 
A U Б U {ос, ß, у}, применимый ко всякому слову вида 2Гу233 (21— исчис
ление в А, 2В— исчисление в Б) и аннулирующий такое слово тогда 
и только тогда, когда 2t изоморфно 23. 

Эту проблему будем называть проблемой изоморфии для алфавитов 
А гг Б. 

Докажем следующую теорему. 
15. 1. Если хотя бы один из алфавитов А, Б содержит более трех 

букв, то проблема изоморфии для этих алфавитов неразрешима. 
В самом деле, допустим для определенности, что Б содержит более 

трех букв. Построим единичное исчисление 2t в А, определяемое систе
мой соотношений 

(£€А). 

Согласно 6.5, исчисление 23 в Б тогда и только тогда единично, когда 2t 
изоморфно 23. 

Воспользуемся нормальным алгорифмом 21в, А? [И- § 4 .2 ] , где 

B = A U B U { a , ß, Y)' 
(1) A = 2t3. 

Полагая для упрощения письма <£ = 21в, AV имеем 

(2) S(233) = 2t3y333 

для всякого исчисления 23 в Б [(1), L § 4 . 2 ] . 
Допустим теперь, что вопреки доказываемому ф есть алгорифм, 

искомый в проблеме изоморфии для А и Б, т. е. нормальный алгорифм 
над В , применимый ко всякому слову вида ЭРуЭ3 (Ж— исчисление в А, 
2) — исчисление в Б) и аннулирующий такое слово тогда и только 
тогда, когда Ж изоморфно 

Построим алгорифм Я как нормальную композицию алгорифмов 6 
и ф: 

(3) & = фо е. 
SÎ— нормальный алгорифм над В [(3), III. § 3 . 4 . 2] и, значит, над 

Б U (а, ß}. Имеем 

(4) £(23 3)~ф(2Гу23 3) 

для любого исчисления 23 в Б [(3), III. § 3 . 4 . 3 , (2)] . Поэтому St 
тогда и только тогда аннулирует запись определяющей системы исчис-

24 А- А. Марков 
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ления 33 в Б, когда ф аннулирует слово 9t3y233. Последнее же имеет 
место тогда и только тогда, когда 3t изоморфно 33, т. е. когда 23 единич
ное исчисление. Следовательно, Ä тогда и только тогда аннулирует 
запись определяющей системы какого-нибудь исчисления в Б, когда 
это исчисление единично. При этом, в силу применимости алгорифма ф 
к любому слову вида 3Ê3yg)3 (3Ê — исчисление в A, g)—исчисление в Б) 
алгорифм $ применим к записи определяющей системы любого исчисле
ния в Б (4). Однако нормальный алгорифм $ над Б U {a, ß} с этими 
свойствами невозможен, так как проблема распознавания единичности 
для Б неразрешима [13.1] . Поэтому невозможен и нормальный алго
рифм искомый в проблеме изоморфии для А и Б, что и требовалось 
доказать. 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. В главе VI мы установили неразрешимость ряда нормальных 
массовых проблем. Каждая из них является уточнением некоторой 
естественно возникающей массовой проблемы, имеющей дело с неточным 
понятием алгорифма. Если принять принцип нормализации [II. § 5 ] , 
то и эту последнюю, очевидно, также придется признать неразрешимой. 
Принимая этот принцип, мы, таким образом, должны будем согласиться 
с тем, что в математике естественно возникают неразрешимые массовые 
проблемы. 

Каково же теоретико-познавательное и методологическое значение 
этого вывода? Какие установки вытекают из него для дальнейшего 
развития математики? 

2. При рассмотрении этих вопросов следует все время помнить 
о том, что сделанный вывод касается только массовых проблем. Эти 
проблемы по своему характеру в корне отличаются от проблем единич
ных, обычно подразумеваемых, когда говорят просто о «математических 
проблемах». В то время как единичная проблема представляет собою 
вопрос, на который имеет смысл отвечать только «да» или «нет», мас
совая проблема соответствует целому классу таких вопросов и состоит 
в разыскании «алгорифма», т. е. по существу единого общего конструк
тивного метода, позволяющего решить любой из вопросов этого класса. 
В этом смысле массовую проблему можно рассматривать как своего 
рода результат объединения многих единичных проблем, как требование 
решить все эти проблемы одним ударом. Поэтому неразрешимость мас
совой проблемы никоим образом не означает наличия неразрешимых 
проблем среди объединяемых ею единичных проблем. Означает эта 
неразрешимость лишь то, что невозможен единый общий конструктив
ный метод, успешно применимый к решению любой из этих единичных 
проблем — лишь то, что решить в этом смысле одним ударом все эти 
проблемы невозможно. 

Таким образом, из наличия неразрешимых массовых проблем вовсе 
не следует наличие неразрешимых единичных проблем, т. е. наличие 
осмысленных математических вопросов, требующих ответа «да» или «нет» 
и, однако, таких, что такой ответ принципиально не может быть най
ден. Никакая «непознаваемость» этого рода не вытекает из наличия 
неразрешимых массовых проблем. 

3. Наличие неразрешимых массовых проблем означает, однако, что 
даже в таких сравнительно узких областях математики, как теория 
ассоциативных исчислений, теория целочисленных матриц, невозможна 
полная передача исследовательских функций машине, что процесс 
познания в этих областях не может быть до конца автоматизирован. 
В самом деле, всякая математическая машина может быть рассматри-

24* 



Заключение 

ваема как приспособление для осуществления того или иного алго
рифма. Если невозможен алгорифм, решающий любую единичную 
задачу данного класса, то невозможна поэтому и машина, решающая 
всякую такую задачу. 

Это в корне опровергает распространенные в зарубежной, особенно 
в американской, литературе сказки о машинах, способных решать любую 
задачу, об автоматах заменяющих ученого.* Не только любую задачу 
вообще, но даже задачу об эквивалентности в исчислении <£, [VI.. § 6] 
для любых двух слов в алфавите этого исчисления не способен решить 
никакой автомат. Поэтому исследовательские, познавательные функции 
в математике (как и во всякой другой науке) никогда не будут пере
даны машинам, способным лишь помочь человеку, но не способным 
его заменить. 

4. Из наличия неразрешимых массовых проблем вытекает еще один 
практически важный для математиков вывод. 

Массовые проблемы вообще интересуют математиков и часто ставятся 
ими. Это и понятно, так как решение всякой достаточно общей и хорошо 
поставленной массовой проблемы обычно сопровождается значительным 
проникновением в исследуемую область. Математик стремится поэтому 
решить поставленную массовую проблему. 

Он, однако, должен теперь считаться с тем, что эта проблема может 
оказаться неразрешимой. Поэтому, его усилия должны прилагаться 
в двух противоположных направлениях: с одной стороны — на поиски 
решения поставленной массовой проблемы; с другой — на доказательство 
невозможности ее решения. Если работа в одном из этих направлений 
увенчается успехом, вопрос будет исчерпан: либо проблема будет 
решена, либо будет доказана ее неразрешимость. 

Так обстоит дело со многими до сих пор не решенными массовыми 
математическими проблемами: проблемой гомеоморфии трехмерных много
образий, проблемой изотопии узлов, проблемой существования решения 
системы неопределенных уравнений (10-я проблема Гильберта), пробле
мой изоморфии теории групп. Для всех этих проблем можно ожидать 
как решения, так и доказательства невозможности решения. 

* См., например[18]. 
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О п е ч а т к и 

Стра
ница Строка Напечатано Должно быть 

24 7 снизу = V ? i 

24 10 снизу [A* 

31 12 снизу Ä',-('"7*/)-
31 7 снизу h U 
38 1 сверху —i = A 

46 13 снизу 

91 15 сверху | - ( l = ( 
112 10—11 сверху обычная простая 

123 1 снизу », « i , 

125 6 снизу 9 t A U { E } F A F « / L ^AU{«},A,«, A 
133 2 снизу m 0 

137 20 снизу № = иЛя 

166 18 сверху 

181 1 снизу (7) (17) 

274 8 сверху AoÛAo A0UÂo 

298 17 снизу 4 . 2 в . 2 

298 16 снизу 4 . 2 6 . 2 

298 16 снизу 4 . 1 0 . 1 

306 4 сверху 

306 7 сверху I D r i . . . D r q = C r i . . .CrqXq 

307 8 снизу D r x 
V—1 

311 7 сверху 

321 10 снизу 

338 4 сверху А ъ A„ A> .... AI 
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