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Листок 11*

Кватернионы: арифметика и геометрия. Теорема Гурвица.

¾Îäíèì òóìàííûì âå÷åðîì ïî ïóòè èç
Òðèíèòè-êîëëåäæà â Äóáëèíå Ãàìèëü-
òîí ïðèáåã ê ïîìîùè àëêîãîëüíûõ ïà-
ðîâ. Ýòî è ïðèâåëî åãî ê çàìå÷àòåëüíîé
òåîðåìå, êîòîðóþ ìû èçëîæèì íèæå (è
êîòîðóþ îí ïûòàëñÿ ïåðåä ýòèì íàéòè
ìíîãî ëåò). Ãîâîðÿò, ÷òî îí áûë òàê ïî-
ðàæåí îêòðûòîé èì ôîðìóëîé, ÷òî ñåé-
÷àñ æå âûðåçàë åå ïåðî÷èíûì íîæèêîì
íà ïåðèëàõ äåðåâÿííîãî ìîñòèêà ÷åðåç
êàíàë, ïî êîòîðîìó îí â ýòî âðåìÿ øåë.
Íî ÿ, õîòü è èñêàë ýòó íàäïèñü, âûðå-
çàííóþ òîãäà Ãàìèëüòîíîì, íå íàøåë åå
íà ýòîì ìîñòèêå¿.1

1. Арифметика кватернионов

Íàïîìíèì, ÷òî кватернион � ýòî âåêòîð 4-ìåðíîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä R ñ áàçè-
ñîì 1, 𝑖, 𝑗, 𝑘:

𝑞 = 𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R.
Ïîìèìî ñòðóêòóðû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êâàòåðíèîíàõ èìååòñÿ ñòðóêòóðà алгебры
íàä ïîëåì R: èõ ìîæíî óìíîæàòü, ïðè ýòîì 𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = −1, à óìíîæåíèå áàçèñíûõ
êâàòåðíèîíîâ äðóã íà äðóãà ïðîùå âñåãî çàïîìíèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ìíåìîíè÷åñêîãî
ïðàâèëà:

Ýòà êàðòèíêà çíà÷èò ñëåäóþùåå: 𝑖𝑗 = 𝑘, 𝑗𝑘 = 𝑖, 𝑘𝑖 = 𝑗 (èäåì ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Åñëè
èäòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, çíàê ìåíÿåòñÿ: 𝑗𝑖 = −𝑘, 𝑖𝑘 = −𝑗, 𝑘𝑗 = −𝑖. Òàêàÿ òàáëèöà
óìíîæåíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò óìíîæåíèå â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ. Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ
îáîçíà÷àåòñÿ H.
1В. И. Арнольд, Геометрия комплексных чисел, кватернионов и спинов. На самом деле, как следует из
писем Уильяма Гамильтона, 16 октября 1843 г. он действительно вырезал формулу 𝑖𝑗𝑘 = −1 на перилах
Брукгамского моста. Со временем надпись стерлась, но сейчас она сделана каменной.
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Êâàòåðíèîíû ìîæíî çàïèñûâàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

𝑞 = 𝑎+ 𝑣,

ãäå Re(𝑞) := 𝑎 ∈ R � вещественная часть, à Im(𝑞) := 𝑣 = 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 � векторная èëè
мнимая ÷àñòü.

Задача 1. Ïóñòü äàíû äâà êâàòåðíèîíà 𝑞1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖 + 𝑐1𝑗 + 𝑑1𝑘 è 𝑞2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 + 𝑐2𝑗 + 𝑑2𝑘.
Óáåäèòåñü, ÷òî

Re(𝑞1𝑞2) = 𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2 − 𝑐1𝑐2 − 𝑑1𝑑2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, Re(𝑞1𝑞2) = 𝑎1𝑎2 − (𝑣1, 𝑣2), ãäå ÷åðåç (𝑣1, 𝑣2) îáîçíà÷åíî скалярное произве-
дение 𝑏1𝑏2 + 𝑐1𝑐2 + 𝑑1𝑑2 âåêòîðîâ 𝑣1 è 𝑣2.

Êàê âû çíàåòå,

(𝑣1, 𝑣2) = ‖𝑣1‖ · ‖𝑣2‖ · cos(𝑣1, 𝑣2),

ãäå ÷åðåç ‖𝑣‖ îáîçíà÷åíà äëèíà èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, норма âåêòîðà 𝑣. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè 𝑣 = (𝑏, 𝑐, 𝑑) ∈ R3, òî

‖𝑣‖ =
√
𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2

Âîîáùå, нормой кватерниона 𝑞 = 𝑎+ 𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 íàçûâàåòñÿ äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó
âåêòîðà R4:

‖𝑞‖ :=
√
𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2.

Задача 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è, äîêàæèòå, ÷òî

Im(𝑞1𝑞2) = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + [𝑣1, 𝑣2],

ãäå [𝑣1, 𝑣2] � векторное произведение âåêòîðîâ 𝑣1 è 𝑣2. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ÷èñòî ìíèìûõ (òî
åñòü ñ íóëåâîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ) êâàòåðíèîíîâ 𝑞1 è 𝑞2 èìååì

𝑞1𝑞2 = −(𝑣1, 𝑣2) + [𝑣1, 𝑣2].

Êàê ó÷àò â êóðñå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ â òð¼õìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå � ýòî âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé îáîèì èñõîäíûì âåêòîðàì,
íîðìà êîòîðîãî ðàâíà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè âåêòîðàìè, à âûáîð
èç äâóõ íàïðàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ îðèåíòàöèåé ïðîñòðàíñòâà.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, сопряженным ê êâàòåðíèîíó 𝑞 = 𝑎 + 𝑏𝑖 + 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘
íàçûâàþò êâàòåðíèîí

𝑞 = 𝑎− 𝑏𝑖− 𝑐𝑗 − 𝑑𝑘 = 𝑎− 𝑣.

Задача 3. Äîêàæèòå, ÷òî

𝑞1𝑞2 = 𝑞2 · 𝑞1
(èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå!).

Ïîñêîëüêó

𝑞𝑞 = ‖𝑞‖2,
èìååì

𝑞 · 𝑞

‖𝑞‖2
= 1.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî 𝑞 ∈ H ñóùåñòâóåò обратный êâàòåðíèîí 𝑞−1 = 𝑞/‖𝑞‖2.
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2. Теорема Гурвица

Êàê âû ïîìíèòå, äëÿ ëþáûõ äâóõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë 𝑧𝑘 = 𝑎𝑘 + 𝑖𝑏𝑘 ∈ C, 𝑘 = 1, 2 ñïðàâåäëèâî

|𝑧1|2|𝑧2|2 = |𝑧1𝑧2|2.
Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà (𝑎21 + 𝑏21)(𝑎

2
2 + 𝑏22). Ðàñïèøåì ïîäáðîáíî ïðàâóþ ÷àñòü:

|(𝑎1 + 𝑖𝑏1)(𝑎2 + 𝑖𝑏2)|2 = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2)
2 + (𝑏1𝑎2 + 𝑎1𝑏2)

2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå: произведение суммы
двух квадратов на сумму двух квадратов есть снова сумма двух квадратов:

(𝑎21 + 𝑏21)(𝑎
2
2 + 𝑏22) = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2)

2 + (𝑏1𝑎2 + 𝑎1𝑏2)
2.

Îêàçûâàåòñÿ, òî æå ñàìîå âåðíî äëÿ ñóìì ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ.

Задача 4. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

‖𝑞1𝑞2‖2 = ‖𝑞1‖2‖𝑞2‖2, 𝑞1, 𝑞2 ∈ H,
äîêàæèòå (ñëåäóÿ çà Ãàìèëüòîíîì!), ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ íà ñóììó
÷åòûðåõ êâàäðàòîâ åñòü ñíîâà ñóììà ÷åòûðåõ êâàäðàòîâ.

Íà ñàìîì äåëå, ýòî óòâåðæäåíèå áûëî èçâåñòíî åùå Ýéëåðó, êîòîðûé â 1748 ã. ïûòàëñÿ âûâå-
ñòè èç íåãî, ÷òî âñÿêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ êâàäðà-
òîâ öåëûõ ÷èñåë. Ïîñëåäíåå äåéñòâèòåëüíî âåðíî è òåïåðü íàçûâàåòñÿ теоремой Лагранжа
о сумме четырех квадратов.

Êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò â ìàòåìàòèêå, îòêðûòèå Ýéëåðà áûëî çàáûòî è íà íåãî îáðàòèëè
âíèìàíèå òîëüêî ïîñëå ðàáîò Ãàìèëüòîíà ïî êâàòåðíèîíàì. Âñêîðå ïîñëå ýòîãî Àðòóð Êýëè
îáíàðóæèë òàêîå æå ðàâåíñòâî äëÿ ñóìì восьми êâàäðàòîâ. Åñòåñòâåííî, ó ìàòåìàòèêîâ âîç-
íèê âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå òàêèå òîæäåñòâà. Â êîíöå XIX âåêà íåìåöêèé ìàòåìàòèê
Àäîëüô Ãóðâèö äîêàçàë ñëåäóþùóþ óäèâèòåëüíóþ òåîðåìó:

Теорема 1 (Гурвиц, 1898). Пусть K — любое поле характеристики не равной двум (на-
пример, C, R или Q). Если

(𝑥21 + . . .+ 𝑥2𝑛)(𝑦21 + . . .+ 𝑦2𝑛) = 𝑧21 + . . .+ 𝑧2𝑛

для всех 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 ∈ K, где 𝑧𝑘 =
∑︀𝑛

𝑖,𝑗=1 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑥𝑖𝑦𝑗, то 𝑛 = 1, 2, 4 или 8.

Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî òîæäåñòâî äëÿ 𝑛 = 8 ïîëó÷àåòñÿ
ïðè ðàññìîòðåíèè íîðìû ïðîèçâåäåíèÿ â алгебре октав O � íåêîòîðîé 8-ìåðíîé íåàññîöè-
àòèâíîé è íåêîììóòàòèâíîé àëãåáðå íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

3. Геометрия кватернионов

Ïîñêîëüêó óìíîæåíèå êâàòåðíèîíîâ ñî÷åòàåò â ñåáå äâà âèäà ïðîèçâåäåíèÿ � ñêàëÿðíîå è
âåêòîðíîå � êâàòåðíèîíû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè.
Òàê æå êàê êîìïëåêñíûå ÷èñëà îïèñûâàþò äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè (ñì. Ëèñòîê 10), êâàòåðíè-
îíû èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ вращений пространства. Â ÷àñòíîñòè, êâàòåðíèîíû ðåàëüíî
ïðèìåíÿþòñÿ â êîìïüþòåðíîé ãðàôèêå, àíèìàöèè, èãðîâûõ äâèæêàõ è ò.ä. Äàâàéòå îáñóäèì
ìàòåìàòèêó, êîòîðàÿ çà ýòèì ñòîèò.

Íàïîìíèì, ÷òî H ÿâëÿåòñÿ 4-ìåðíûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä R ñ áàçèñîì 1, 𝑖, 𝑗 è 𝑘.
Ïðè ýòîì ÷èñòî ìíèìûå êâàòåðíèîíû

{𝑏𝑖+ 𝑐𝑗 + 𝑑𝑘 : 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ R}
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îáðàçóþò â H òðåõìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì 𝑖, 𝑗, 𝑘, êîòîðîå ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü
ñ R3 è îáîçíà÷àòü H0. Íàøà öåëü � èíòåðïðåòèðîâàòü âðàùåíèÿ ïðîñòðàíñòâà R3 ∼= H0 â
òåðìèíàõ óìíîæåíèÿ êâàòåðíèîíîâ. Â êà÷åòñâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ê ýòîé öåëè äàâàéòå
çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ïîâîðîòà R3 äîñòàòî÷íî çíàòü äâå âåùè:

∙ Îñü ïîâîðîòà;
∙ Óãîë ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé îñè.

Ïóñòü äàí êàêîé-íèáóäü êâàòåðíèîí åäèíè÷íîé íîðìû:

𝑞 = 𝑎+ 𝑣, ‖𝑞‖ = 1,

òî åñòü 𝑎2 + ‖𝑣‖2 = 1. Òîãäà 𝑎 è ‖𝑣‖ ìîæíî ïðèíÿòü çà êîñèíóñ è ñèíóñ íåêîòîðîãî óãëà:

𝑎 = cos𝜙, ‖𝑣‖ = sin𝜙.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑣′ âåêòîð 𝑣/‖𝑣‖; ÿñíî, ÷òî ‖𝑣′‖ = 1 (â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèíÿòî ãîâîðèòü,
÷òî ìû нормировали âåêòîð 𝑣, ðàçäåëèâ ýòîò âåêòîð íà åãî äëèíó). Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé
êâàòåðíèîí 𝑞 åäèíè÷íîé íîðìû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

𝑞 = cos𝜙+ sin𝜙 · 𝑣′,
ãäå 𝑣′ � âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû â H0

∼= R3. Èìåííî ýòîò âåêòîð ìû âîçüìåì â êà÷åñòâå
направляющего вектора оси вращения. Îñòàëîñü âûáðàòü óãîë ïîâîðîòà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
åñëè ìû õîòèì ñîâåðøèòü ïîâîðîò âîêðóã 𝑣′ íà óãîë 𝜃, òî íóæíî âçÿòü 𝜙 = 𝜃/2,

𝑞 = cos

(︂
𝜃

2

)︂
+ sin

(︂
𝜃

2

)︂
· 𝑣′

Ïåðåéäåì ê òî÷íûì ôîðìóëèðîâêàì. Â ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷ ìû äîêàçûâàåì òàêóþ òåîðå-
ìó:

Теорема 2. Как и выше, отождествим R3 с пространством H0. Тогда для любого кватер-
ниона 𝑞 единичной нормы и любого 𝑤 ∈ H0 отображение

𝑤 ↦→ 𝑞𝑤𝑞−1

осуществляет поворот R3 ∼= H0 на угол 𝜃 вокруг оси 𝑣
′.

Задача 5. Ìû óæå äîãîâîðèëèñü, ÷òî, ñîïîñòàâëÿÿ êâàòåðíèîíó 𝑞 = cos(𝜃/2) + sin(𝜃/2)𝑣′

ïîâîðîò, â êà÷åñòâå îñè ïîâîðîòà ìû âûáåðåì ïðîõîäÿþùóþ ÷åðåç íà÷àëî îòñ÷åòà ïðÿìóþ
â R3 ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì 𝑣′. Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 2 ñïåðâà íóæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå

𝑤 ↦→ 𝑞𝑤𝑞−1

ïåðåâîäèò ýòó ïðÿìóþ â ñåáÿ. Äîêàæèòå ýòî. Âîçìîæíî, âàì áóäåò ïîëåçíî ñëåäóþùåå íà-
áëþäåíèå: åñëè 𝑞 = cos𝜙+ sin𝜙 · 𝑣′, òî

𝑞−1 = cos𝜙− sin𝜙 · 𝑣′.

Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îïåðàöèÿ 𝑤 ↦→ 𝑞𝑤𝑞−1 îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé 𝑣′, íà óãîë 𝜃. Ýòî áóäåò ñäåëàíî â äâà øàãà â çàäà÷àõ 6-7.

Задача 6. Ïóñòü 𝑣′ ∈ H0
∼= R3 � âåêòîð äëèíû 1, à 𝑤 � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíûé 𝑣′. Òîãäà óìíîæåíèå 𝑤 ñëåâà íà êâàòåðíèîí 𝑞 = cos𝜙+sin𝜙 ·𝑣′ îñóùåñòâëÿåò ïîâîðîò
𝑤 âîêðóã îñè 𝑣′ íà óãîë2 𝜙.

2Мы будем считать, что поворот осуществляется в том же самом направлении, в каком совершается крат-
чайший поворот от 𝑖 к 𝑗 (вокруг 𝑘).
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Подсказка: Äîêàæèòå, ÷òî 𝑞𝑤 = 𝑤 cos𝜙 + ̃︀𝑤 sin𝜙, ãäå ̃︀𝑤 � âåêòîð â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé 𝑣′, ñîñòàâëÿþùèé ñ âåêòîðîì 𝑤 ïðÿìîé óãîë (ñì. ðèñóíîê íèæå). Èñïîëüçóéòå çàäà÷è
1 è 2, à òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Èòàê, óìíîæåíèå 𝑤 íà 𝑞 ïîâîðà÷èâàåò ýòîò âåêòîð âíóòðè ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé 𝑣′,
íà óãîë 𝜙. Îêàçûâàåòñÿ, óìíîæåíèå 𝑤 íà 𝑞−1 справа � òîæå ïîâîðîò íà 𝜙.

Задача 7. Äîêàæèòå ýòî. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ÷òî

𝑤𝑞−1 = 𝑤𝑞 = 𝑞𝑤,

è ÷èñòî ìíèìûå êâàòåðíèîíû ïðè ñîïðÿæåíèè ìåíÿþò çíàê (÷òî ñîîòâåòñâóåò èçìåíèþ íà-
ïðàâëåíèÿ âåêòîðà íà ïðîòèâîïîëîæíîå).

Èç çàäà÷ 6-7 ñëåäóåò, ÷òî ñóììàðíûé ïîâîðîò âîêðóã 𝑣′ ñîñòàâëÿåò (𝜃/2) + (𝜃/2) = 𝜃, ÷òî è
òðåáîâàëîñü. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

4. Задача о сложении поворотов

Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò áûñòðî ðåøèòü äîñòàòî÷íî òðóäíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó. À èìåííî,
ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ïîñëåäîâàòåëüíî ñîâåðøàþòñÿ äâà ïîâîðîòà: ñíà÷àëà îòíîñèòåëüíî
îñè ℓ1 íà óãîë 𝜙1, à çàòåì � âîêðóã îñè ℓ2 íà óãîë 𝜙2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì íîâûé ïîâîðîò.
Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê íàéòè åãî îñü è óãîë?

Ïóñòü 𝑣𝑘 � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð îñè ℓ𝑘, 𝑘 = 1, 2. Ïðè ïåðâîì ïîâîðîòå ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
𝑤 ∈ R3 ïåðåéäåò â 𝑤1 = 𝑞1𝑤𝑞

−1
1 , ãäå 𝑞1 = cos(𝜙1/2) + 𝑣1 sin(𝜙1/2). Ïðè âòîðîì ïîâîðîòå 𝑤1

ïåðåéäåò â
𝑤2 = 𝑞2𝑤1𝑞

−1
2 = 𝑞2(𝑞1𝑤𝑞

−1
1 )𝑞−1

2 = (𝑞2𝑞1)𝑤(𝑞2𝑞1)
−1.

Âû÷èñëèâ ïðîèçâåäåíèå 𝑞2𝑞1 è ïðåäñòàâèâ åãî â âèäå

𝑞2𝑞1 = cos𝜓 + 𝑣 · sin𝜓, ‖𝑣‖ = 1,

çàêëþ÷àåì, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé ïîâîðîò åñòü ïîâîðîò âîêðóã îñè 𝑣 íà óãîë 2𝜓.

Задача 8. Ïóñòü ïåðâûé ïîâîðîò ñîâåðøàåòñÿ âîêðóã îñè 𝑥 íà óãîë 𝜋/2, à âòîðîé � âîêðóã
îñè 𝑦 íà òîò æå óãîë. Íàéäèòå ðåçóëüòèðóþùèé ïîâîðîò.
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