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Êëàññè÷åñêèå è êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ

Ìàøèíû Òüþðèíãà, ñõåìû � êëàññè÷åñêèå îáúåêòû.

Îíè ëîêàëüíû è ïîä÷èíÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì çàêîíàì.

Íî âåäü ìû æèâ¼ì â êâàíòîâîì ìèðå! Êàê ýòî

èñïîëüçîâàòü?

Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ � âû÷èñëåíèÿ, ñóùåñòâåííî

èñïîëüçóþùèå êâàíòîâûå ýôôåêòû.

Ñåé÷àñ óâèäèì, êàê èìåííî.
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Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó, ó êîòîðîé ìîæåò áûòü n

ñîñòîÿíèé.

Íàçîâ¼ì èõ |1〉 , |2〉 , . . . , |n〉 .
Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå |φ〉 � ñóïåðïîçèöèÿ êëàññè÷åñêèõ:

|φ〉 = α1 |1〉 + α2 |2〉 + . . .+ αn |n〉 .

αi ∈ C � àìïëèòóäà | i〉 â |φ〉 ,
∑

i |αi |
2 = 1.
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×òî ìîæíî ñ íèìè äåëàòü

Ìàòåìàòè÷åñêè ãîâîðÿ � ñîñòîÿíèÿ |1〉 , |2〉 , . . . , |n〉
îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè n.

Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ìû ìîæåì ëèáî óíèòàðíî èçìåíÿòü,

ëèáî èçìåðÿòü.

Èçìåðåíèå ñõëîïûâàåò åãî â êëàññè÷åñêîå: èçìåðÿÿ

|φ〉 = α1 |1〉 + α2 |2〉 + . . .+ αn |n〉 ,

ìû âèäèì | i〉 ñ âåðîÿòíîñòüþ |αi |
2.
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×òî ìîæíî ñ íèìè äåëàòü

Ìîæíî ïðèìåíèòü óíèòàðíûé îïåðàòîð

U(
∑
i

αi | i〉) =
∑
i

βi | i〉 ,

ò.å. óìíîæèòü íà óíèòàðíóþ ìàòðèöó

Uα = β, U−1 = U∗.

Âñå óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáðàòèìû, ò.å. åñëè ìû

ïðåîáðàçîâûâàåì êâàíòîâóþ ñèñòåìó, ìû ìîæåì âåðíóòüñÿ

îáðàòíî.

Èçìåðåíèå íåîáðàòèìî.
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Êóáèòû

Êóáèò (qubit) � ýòî ñóïåðïîçèöèÿ 0 è 1, äâà áàçîâûõ

ñîñòîÿíèÿ:

α0 |0〉 + α1 |1〉 , |α0|
2 + |β0|

2 = 1.

Ìîæíî ðàññìîòðåòü äâà êóáèòà, áàçèñ áóäåò |00〉 = |0〉 |0〉 ,
|01〉 , |10〉 , |11〉 :

|0〉 ⊗ |0〉 =

(
1

0

)
⊗
(
1

0

)
=


1

0

0

0

 .
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Ïðåîáðàçîâàíèå Àäàìàðà

Ïðèìåð óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � ïðåîáðàçîâàíèå

Àäàìàðà.

Ìàòðèöà Àäàìàðà

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
.

Íà êóáèòàõ:

H |0〉 =
1√
2

|0〉 +
1√
2

|1〉 = |+〉 ,

H |1〉 =
1√
2

|0〉 −
1√
2

|1〉 = |−〉 .
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Çàïóòûâàíèå

Áûâàþò çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð:

1√
2

|00〉 +
1√
2

|11〉 .

Ìàòåìàòè÷åñêè � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ãèëüáåðòîâûõ

ïðîñòðàíñòâ.

Ñèñòåìà èç n êóáèòîâ îïèñûâàåòñÿ íàáîðîì èç 2n

êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàò.
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Çàïóòûâàíèå

Êâàíòîâûé òðþê íîìåð îäèí: çàïóòûâàíèå (entanglement).

Ýòî êàê ðàç ñâîéñòâî íåëîêàëüíîñòè.

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå

1√
2

|00〉 +
1√
2

|11〉 .

È èçìåðèì ïåðâûé èç êóáèòîâ.

Ñèñòåìà ñïðîåöèðóåòñÿ ëèáî íà |00〉 , ëèáî íà |11〉 .
È ìû áóäåì çíàòü âòîðîé êóáèò, íå èçìåðÿÿ åãî!

À îí ìîæåò áûòü çà ìèëëèîí ñâåòîâûõ ëåò.
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Èíòåðôåðåíöèÿ

Çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò ïîä äåéñòâèåì óíèòàðíûõ

ïðåîáðàçîâàíèé ðàñïóòûâàòüñÿ.

Ýòî êâàíòîâûé òðþê íîìåð äâà: èíòåðôåðåíöèÿ

(interference).

Íà ïðèìåðå Àäàìàðà:

H |+〉 =
1√
2
(H |0〉 + H |1〉) =

1

2
(|0〉 + |1〉 + |0〉 − |1〉) = |0〉 ,

H |−〉 =
1√
2
(H |0〉 − H |1〉) =

1

2
(|0〉 + |1〉 − |0〉 + |1〉) = |1〉 .
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Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé

Äàëüøå: ìîæíî âû÷èñëÿòü ôóíêöèè óíèòàðíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè.

Íî ôóíêöèè áûâàþò íåîáðàòèìûå; êàê ñäåëàòü îáðàòèìóþ

ôóíêöèþ?
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Ýòó èäåþ ìû óæå âèäåëè: ãðàôèê (x , 0) 7→ (x , f (x)) áóäåò

áèåêòèâåí.

Ò.å. åñëè â êóáèòàõ, òî ïðèìåíÿòü áóëåâñêóþ ôóíêöèþ òàê:

Uf (|x〉 |0〉) = |x〉 | f (x)〉 ,

èëè, â áîëåå îáùåì âèäå,

Uf |x〉 |b〉 = |x〉 |b ⊕ f (x)〉 .

Â ÷àñòíîñòè, ïîòîì ïîíàäîáèòñÿ:

Uf |x〉 |−〉 = (−1)f (x) |x〉 |−〉 .
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Ïðèìåðû

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ controlled not (C-NOT):

C |0x〉 = |0x〉 , C |1x〉 = |1〉 |1 − x〉 .

Êàêàÿ ìàòðèöà ó ýòîãî óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ?

Äðóãîé ïðèìåð � ìîæíî ïîâåðíóòü îäèí èç êîìïîíåíòîâ;

íàïðèìåð:

T =

(
1 0

0 e
iπ
4

)
.
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Ïàðàëëåëèçì

Êâàíòîâûé òðþê íîìåð òðè: ïàðàëëåëèçì.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1}m. Å¼ êâàíòîâàÿ

âåðñèÿ:

Uf |x〉 |0m〉 = |x〉 | f (x)〉 .

Äàâàéòå ÷åðåç H ïîäãîòîâèì êîìáèíàöèþ âñåõ âõîäîâ:

Uf

(
1√
2n

∑
x

|x〉 |0m〉

)
=

1√
2n

∑
x

|x〉 | f (x)〉 .

Òî åñòü ìû îäíîâðåìåííî âû÷èñëèëè âñå 2n çíà÷åíèé

ôóíêöèè!
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Âñ¼ íå òàê ïðîñòî, êîíå÷íî: åñëè òåïåðü èçìåðèòü, òî

ïîëó÷èì òîëüêî îäèí ñëó÷àéíûé |x〉 | f (x)〉 .
Íî åñëè, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü çàïóòûâàíèå è èçìåðèòü

òîëüêî ïîñëåäíèå m êóáèòîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ñîñòîÿíèå

c
∑

x :f (x)=a

|x〉 |a〉 ,

ãäå a âçÿòî ïî ðàñïðåäåëåíèþ f (ðàâíîìåðíîãî).
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Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà
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Çàäà÷à Deutsch-Jozsa
Çàäà÷à Ñàéìîíà

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa: äàíà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1},

èçâåñòíî, ÷òî îíà ëèáî ðàâíà 0, ëèáî ñáàëàíñèðîâàíà

(ðàâíà 0 íà ïîëîâèíå âõîäîâ). Êàêàÿ èìåííî ýòî ôóíêöèÿ?

Êëàññè÷åñêè â õóäøåì ñëó÷àå íàäî 2n/2 + 1 âû÷èñëåíèé

ôóíêöèè.

Êâàíòîâî: âñïîìíèì

Uf |x〉 |−〉 = (−1)f (x) |x〉 |−〉 .
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Çàäà÷à Deutsch-Jozsa

Íà÷í¼ì ñ ñîñòîÿíèÿ |0n〉 |1〉 .
Ïðèìåíèì (n + 1)-ãî Àäàìàðà, ïîëó÷èì

1√
2n

∑
x∈{0,1}n

|x〉 |−〉 .

Çàòåì âû÷èñëèì ôóíêöèþ, ïîëó÷èì

1√
2n

∑
x∈{0,1}n

(−1)f (x) |x〉 |−〉 .

Òåïåðü åù¼ n Àäàìàðîâ ïðèìåíèì, ïîëó÷èì â ïåðâûõ n

êóáèòàõ

1√
2n

∑
x∈{0,1}n

(−1)f (x) 1√
2n

∑
y∈{0,1}n

|y〉 .
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Çàäà÷à Deutsch-Jozsa

Òåïåðü ïåðâàÿ êîîðäèíàòà

α00...0 =
1

2n

∑
x

(−1)f (x)

ðàâíà 1, åñëè f = 0, è 0, åñëè f ñáàëàíñèðîâàíà.

Äîñòàòî÷íî èçìåðèòü è ïîñìîòðåòü, ïîïàä¼ì ëè â

ñîñòîÿíèå |0n〉 .
Íî òóò êëàññè÷åñêè, êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî ïðîñòî

ðàíäîìèçèðîâàòü ñëåãêà, è òîæå áûñòðî ïîëó÷èòñÿ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa
Çàäà÷à Ñàéìîíà

Simon's problem

Çàäà÷à Ñàéìîíà: äàíà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}n,

èçâåñòíî, ÷òî åñòü òàêîé s, ÷òî f (x) = f (y) i� x = y ⊕ s.

Âåðíî ëè, ÷òî s = 0?

Åñëè s = 0, ýòî áèåêöèÿ, åñëè s 6= 0, ýòî 2-1-ôóíêöèÿ.

Êëàññè÷åñêè: íóæíî
√
2n çàïðîñîâ ê ôóíêöèè, äàæå â

ñðåäíåì, äàæå äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííûõ àëãîðèòìîâ,

ïîòîìó ÷òî íóæíî ïîïàñòü â êîëëèçèþ, à ýòî íåëåãêî.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa
Çàäà÷à Ñàéìîíà

Simon's problem

Êâàíòîâî: âîçüì¼ì 2n êóáèòîâ, ïðèãîòîâèì ñìåñü â ïåðâûõ

n, ïðèìåíèì Uf ; ïîëó÷èòñÿ

1√
2n

∑
x

|x〉 | f (x)〉 .

Èçìåðèì íåêîòîðûé f (x); â ïåðâûõ ðåãèñòðàõ îñòàíåòñÿ
1√
2
(|x〉 + |x ⊕ s〉).

Òåïåðü åù¼ n Àäàìàðîâ ïðèìåíèì. Ïîëó÷èòñÿ

1√
2n+1

(∑
y

(−1)x ·y |y〉 + (−1)(x⊕s)·y |y〉

)
.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa
Çàäà÷à Ñàéìîíà

Simon's problem

Ïîëó÷èëè

1√
2n+1

(∑
y

(−1)x ·y (1 + (−1)s·y ) |y〉

)
.

Ó |y〉 íåíóëåâàÿ àìïëèòóäà i� s · y = 0 (mod 2).

Çíà÷èò, èçìåðèì è ïîëó÷èì ñëó÷àéíóþ ñòðîêó y , äëÿ

êîòîðîé s · y = 0 (mod 2).

Êîãäà ïîâòîðèì 2n ðàç, íàáåð¼ì ñ âûñîêîé âåðîÿòíîñòüþ n

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ y è ðåøèì ñèñòåìó.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Outline

1 Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ

Ââåäåíèå

Ñâîéñòâà êâàíòîâûõ ñèñòåì

2 Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Çàäà÷à Deutsch-Jozsa

Çàäà÷à Ñàéìîíà

3 Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Àëãîðèòì

Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Ïîèñê ïåðèîäà

Òåïåðü äàâàéòå ðàññìîòðèì àëãîðèòì Øîðà.

Äàíî n = pq, íàäî âû÷èñëèòü p è q.

Íà ñàìîì äåëå àëãîðèòì Øîðà ïî ÷èñëó x ∈ Z∗n íàõîäèò

ïåðèîä f (a) = xa (mod n), ò.å. ìèíèìàëüíîå r , äëÿ

êîòîðîãî x r ≡ 1 (mod n) íà÷í¼ò ïîâòîðÿòüñÿ.

Ïî÷åìó ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàçëîæèòü n?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Ïîèñê ïåðèîäà

Äëÿ ïî êðàéíåé ìåðå 1
4
âñåõ x 'îâ r ÷¼òíûé, è x r/2 6≡ ±1

(mod n).

À òîãäà (x r/2 − 1)(x r/2 + 1) = 0 (mod n), è ìû âñ¼

ðàñêëàäûâàåì.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Íàõîäèòü áóäåì ÷åðåç êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå.

Äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äèñêðåòíîé ôóíêöèè

f1, . . . , fN :

~fk =
1√
N

N−1∑
j=0

e2πi
jk
N fj .

À êâàíòîâîå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå íà àìïëèòóäàõ:∑
j

αj | j〉 7→ ∑
k

~αk |k〉 .

Áàçèñ Ôóðüå ðàçìåðíîñòè q:

|ξj〉 =
1
√
q

q−1∑
k=0

e
2πi jk

q |k〉 .

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî | j〉 7→ |ξj〉 .
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Åñëè q = 2l , òî åãî ìîæíî ðåàëèçîâàòü çà O(l2) ãåéòîâ.

Çàïèøåì ñîñòîÿíèå j â äâîè÷íîé ôîðìå j1j2 . . . jn:

j = j12
n−1 + . . .+ jn.

Áóäåì åù¼ ïèñàòü äâîè÷íûå äðîáè 0.j1j2 . . . jn:

0.j1j2 . . . jn = j1/2 + j2/4 + . . .+ jn/2
n = j/2n.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àëãîðèòì Øîðà



Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Òîãäà

|ξj〉 = 2−n/2
(
|0〉 + e2πi0.jn |1〉

)
⊗

⊗
(
|0〉 + e2πi0.jn−1jn |1〉

)
⊗

⊗ . . .⊗
(
|0〉 + e2πi0.j1j2...jn |1〉

)
.

Íàïðèìåð, äëÿ òð¼õ:

|ξj1j2j3〉 =

=
1√
8

(
|0〉 + e2πi0.j3 |1〉

) (
|0〉 + e2πi0.j2j3 |1〉

) (
|0〉 + e2πi0.j1j2j3|1〉

)
.

Óïðàæíåíèå. Ïðîâåðèòü.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Êâàíòîâîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

À ýòî çíà÷èò, ÷òî ëåãêî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé;

ïðåîáðàçîâàíèå

|0, 1〉 7→ 1√
2
(|0〉 ± e iθ |1〉)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé Àäàìàðà, çàòåì ïîâ¼ðíóòîãî âîêðóã

îäíîé èç îñåé íà θ/2.

Çíà÷èò, íàì äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü âðàùåíèå

Rk =

(
1 0

0 e
2πi

2k

)
,

è ïîëó÷èòñÿ ñõåìà.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà

Äëÿ àëãîðèòìà Øîðà: âûáåðåì q � ñòåïåíü äâîéêè ìåæäó

n2 è 2n2.

Ïðîñòîé ñëó÷àé: ïðåäïîëîæèì, ÷òî r | q.

Òîãäà: ïðèìåíèì QFT ê ïåðâîìó ðåãèñòðó |0q〉 |0q〉 :

1
√
q

q−1∑
a=0

|a〉 |0〉 .
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà

Âû÷èñëèì xa mod n (òîæå çà ëîãàðèôì):

1
√
q

q−1∑
a=0

|a〉 |xa mod n〉 .

Ïðîíàáëþäàåì âòîðîé ðåãèñòð, ïîëó÷èì |x s mod n〉 äëÿ
ñëó÷àéíîãî s < r , à â ïåðâîì � ñóïåðïîçèöèÿ

|s〉 , | r + s〉 , |2r + s〉 , . . . , |q − r + s〉 :

1√
q/r

q/r−1∑
j=0

| jr + s〉 .
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà

Òåïåðü îïÿòü ïðèìåíèì QFT:

1√
q/r

q/r−1∑
j=0

q−1∑
b=0

e
2πi

(jr+s)b
q |b〉 =

=
1√
q/r

q−1∑
b=0

e
2πi sb

q

q/r−1∑
j=0

e
j ·2πi rb

q

 |b〉 .

Ñóììà â ñêîáêàõ íå ðàâíà íóëþ i� rb
q
� öåëîå ÷èñëî, ò.å.

íåíóëåâàÿ àìïëèòóäà áóäåò òîëüêî ó ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ q
r
.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà

Òåïåðü ïðîíàáëþäàåì ïåðâûé ðåãèñòð è ïîëó÷èì

ñëó÷àéíîå ÷èñëî âèäà c q
r
.

Ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ (ïîðÿäêà 1
log log q

) c è r âçàèìíî

ïðîñòû.

Òîãäà ìîæíî ïðîñòî ñîêðàòèòü ïîëó÷èâøóþñÿ äðîáü è

ïîëó÷èòü r . Âñ¼!
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà: ñëîæíûé ñëó÷àé

Ñëîæíûé ñëó÷àé: êîãäà r 6| q.
Òîãäà òàê ïðîñòî íà ïîñëåäíåì øàãå íå áóäåò, íî âñ¼ ðàâíî

ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ìû ïðîíàáëþäàåì äðîáü b
q
, äëÿ

êîòîðîé
∣∣∣bq − c

r

∣∣∣ ≤ 1
2q
.

Íà èíòåðâàëå äëèíû 1
q
< 1

n2
áóäåò íå áîëüøå îäíîé äðîáè

ñî çíàìåíàòåëåì < n.

È ýòà äðîáü äîëæíà êàê ðàç áûòü c
r
.

Óïðàæíåíèå. Ýôôåêòèâíî íàéòè c
r
ïî b

q
(êëàññè÷åñêè :) ).
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àíàëîãè÷íûé àëãîðèòì ïîäîéä¼ò è äëÿ äèñêðåòíîãî

ëîãàðèôìà.

Ïóñòü αq = 1, q ïðîñòîå, è β = gd , ãäå 0 < d < q − 1

íåèçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f (x , y) = αxβy äëÿ öåëûõ x è y .

Ó íå¼ äâà íåçàâèñèìûõ ¾ïåðèîäà¿ íà Z2:

f (x + q, y) = f (x , y), f (x + d , y − 1) = f (x , y),

ò.å. {x , y | f (x , y) = 1} îáðàçóþò ðåø¼òêó â Z2.
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Êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ
Ãäå êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ ïðåâîñõîäÿò êëàññè÷åñêèå

Àëãîðèòì Øîðà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
Àëãîðèòì
Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Ïðîñòîé ñëó÷àé: ïóñòü ìû óìååì âû÷èñëÿòü QFT ïîðÿäêà

q. Òîãäà çàãîòîâèì àäàìàðàìè

1

q

q−1∑
x=0

q−1∑
y=0

|x〉 |y〉 |0〉

è âû÷èñëèì ôóíêöèþ:

1

q

q−1∑
x=0

q−1∑
y=0

|x〉 |y〉 |αxβy 〉 .
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Àëãîðèòì Øîðà äëÿ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà

Èìåÿ 1
q

∑q−1
x=0

∑q−1
y=0 |x〉 |y〉 |αxβy 〉 , èçìåðèì ïîñëåäíèé

ðåãèñòð, ïîëó÷èâ íåêîòîðûé αx0 ; ïîñëå ýòîãî ïåðâûå áóäóò

â ñóïåðïîçèöèè âñåõ x , y , äëÿ êîòîðûõ

αxβy = αxαdy = αx0 , ò.å.

x + dy = x0 (mod q).

Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî y îäíî ðåøåíèå, è ñîñòîÿíèå ïåðâûõ

ðåãèñòðîâ ïîëó÷àåòñÿ

1
√
q

q−1∑
y=0

|x0 − dy〉 |y〉 .
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Îñòàëîñü ïðèìåíèòü QFT ê êàæäîìó èç ïåðâûõ äâóõ

ðåãèñòðîâ:

1
√
q

1

q

q−1∑
x ′,y ′=0

q−1∑
y=0

ω(x0−dy)x ′
ωyy ′ ∣∣x ′, y ′〉 ,

ãäå ω = e2πi/q.

Ñóììà
∑q−1

y=0ω
y(y ′−dx ′) ðàâíà 0 âñåãäà, êðîìå ñëó÷àÿ

y ′ = dx ′ (mod q), è ïîëó÷èòñÿ

1
√
q

q−1∑
x ′=0

ωx0x
′ ∣∣x ′〉 ∣∣y ′ = dx ′ mod q

〉
.

Èçìåðèâ, ïîëó÷èì ïàðó x ′, y ′, èç êîòîðîé ñ áîëüøîé

âåðîÿòíîñòüþ ïîëó÷èòñÿ d = y ′(x ′)−1 (mod q).
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Â ñëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà íàäî äåëàòü QFT ïî ìîäóëþ 2n,

âñ¼ òî æå ñàìîå, íî åù¼ íóæåí íåêîòîðûé postprocessing �

îêðóãëèòü ðåçóëüòàò è ò.ä.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ êâàíòîâîå ðåøåíèå çàäà÷è

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íå ñïàñàþò � äëÿ ëþáîé

êîììóòàòèâíîé ãðóïïû ðàáîòàåò, íóæíî òîëüêî óìíîæàòü

óìåòü.
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Èòîãè

Ìû âçëîìàëè âñþ êîììóòàòèâíóþ êðèïòîãðàôèþ. ×òî

äåëàòü?

Îäèí îòâåò � ñòðîèòü êâàíòîâóþ êðèïòîãðàôèþ.

Äðóãîé îòâåò � ñòðîèòü íåêîììóòàòèâíóþ êðèïòîãðàôèþ.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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